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有限変形弾塑性スペクトル確率有限要素法 

の定式化とそれに関連する分岐解析について 
 

 
中川 英則*１ 

 
 

 Formularization of Finite Deformation Spectral Stochastic Finite Element Method  

and the Related Bifurcation Analysis 
 
 

Hidenori NAKAGAWA 
 
 
      This paper presents a framework for the construction of finite deformation Spectral Stochastic Finite 
Element Method (SSFEM) which is the expansion of the former research carried out in a range of small 
deformation theory. In addition, we report on the results of benchmark tests to check the effectiveness of the code 
made in a framework of ordinary nonlinear FEM as preparations before considering the stochastic phenomena. 
Furthermore, we carried out the two and three dimensional elasto-plastic bifurcation analysis conducting 
branch-switching procedures that are required as a fundamental research to construct finite deformation SSFEM. 
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1．はじめに 

 

 スペクトル確率有限要素法 1)は，構造・形状や

材料特性が正確に分からない物体に対し，そのパ

ラメータの不確からしさを確率として表現した確

率モデルを効率よく解くための手法である．パラ

メータの値を変えながら何度も計算を必要とする

モンテカルロ法に対し，1回の計算で目的対象の 

確率密度関数を得ることができる．その手法を，

準静的状態と微小変形の仮定の範囲で，弾塑性体

の解析に用いることができるように開発したもの

が非線形スペクトル確率有限要素法 2) , 3)である． 

本紙面では，それに続くものとして準静的状態 

 

ではあるが，有限変形理論にまで拡張する場合の

定式化について検討する．本論文の構成は以下の

ようである．２章において，確率を導入する前段

階として，既往の研究 4), 5), 6)を参考に有限変形弾塑

性有限要素法の解析コードの作成とそれに基づく

分岐解析の結果について述べる．これは，非線形

スペクトル確率有限要素法を有限変形の枠組みで

考え，そのプログラムを作成する際の下地となる

ものである． 特に，幾何学的非線形性に大きく関

わる分岐解の存在は，有限変形の範囲にまで理論

を拡張した際に再現できなくてはならない現象で

あり，確率を導入していない通常の有限要素法で

分岐解析 7)に基づきそれを再現しておくことは必

要不可欠な準備といえる．続いて３章において， 
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確率 値 を 定し，有限変形理論にまで拡 

張する．その際に， つの仮定を導入する．その

仮定は，非線形スペクトル確率有限要素法で導入

された仮定 2) , 3)の な拡張となるものであるが，

その正 性を数学的に すことは るため，

数値解析を通してそのことを す はない．それ

を まえて， の として 章にまとめた． 

 
．塑性 定 とその解析 

 

．  の 定 

 

1 に すように， 続体が t において

める体 を基準 V ， tにおいて める

体 を現在 vで表す．また，基準 V にお

いて VX にあ た物 が し

vx となる関 を の関数で表すことにする． 
( , ) ( , )V    t tx X X  

ここで，関数は 続微分可 であ て，またX
とxの対 については det  X とする． 
現在 vにおいて静的可 場 ( )t x が た

す式を に す )．ここに，t は で

あり， は現 を表し， 下 がない

場合には，現 と参 が であることを

する 4),  )． 
div ( )

( )

T







  





において

において

t

t t

t

v

v


 



g

n t

  

 
．  有限要素定式化 

 

の静的可 場 ( )x のつり合い式に， 

 
 
一階までの導関数が ( 2)p  可 分

である の変 関数 ( )u x を vでの

分をとることで の 形式を得る 11), 12)． し，変
uv において ( ) ( )u vu x u x を たす

ものとする． 

(div )

( ) (2)

d

W d R
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v
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ここに， 
1
2

u

T

R d d d



 

                 

       t

v v v
s s v

 u u
x x

t u t u g u

 

 
である． 
ここで， t に 関数 ( )W u は変 関数 ( )u x
が まれる の 的 続 一 形

式とな ている 11), 12)．そのため， 一変分

( )W u を たす解 ( )exactu x を めれ よい． 
一変分は の発 定理を用いて となる． 

( ) (3)W d R    t t

v
v u  

( )R d d


   


    し，
t

v v
s vt u g u  

 
ここで， ( )W u はuについて非線形となるた

め，通常は 法な の 解法

を用いる．以下， え のkは 回数を表す． 
 

( ) ( )
( ) ( ) (4)

k k

k k

W D W
D W W

 
 

 
   

u u u

u u u
 

 ン ークモデル 1 ) 

(1)

 基準 V と現在 v
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ここで， 微分 ( )D W u u  を計算する

ことは なので，通常は の 法を用いる )，13)． 
( ) ( ) (5)d W d W

dt d
 

  u u
u

u
 

すなわ ，tで微分して uについてまとめること

でu の微分を得ることにする．式(4)は 

( )( )
(6)

( )

d WD W
dt

d R



 

  

    


u
u u

t t

v

t

v t t 

 

となる．ここに， はラ ルXを 定してtに

ついての導関数(物 導関数)を表す ) , )．ここ

で， ( )R t tは の変化が関 してくるため

密には ロではない 14) が，ここでは として

の 体の変化は小さいものとして考 しないこと

にする． 
したが て，式(4)は のようにまとまる． 

(7)d R d      t t t

v v
v t v     

 
以下，式(7)の の 開にあてる．しかしなが

ら，現 ( , ) tx X について物 微分をと

ることは なため， な を成すように変

形前の基準 に )  14)し，そこでXを

定してtについて微分をとる 13)  14)．  
( )d dV   t t t

v V
v   

 
 
ここに は ２ iola-Kirchhoff ， は

Green- agrange みをそれ れ表し，  
は現 ， 下 は参 をそれ れ表すも 
のとする 4), )．変形 テン ル ，およ 体

変化率 det を用いて， ２ iola-Kirchhoff
は以下のように定 される． 

1 ( )T   t t  

また， と な みであるGreen- agrange
み およ その変分 は以下のように定

される． 
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ここで dV t t

V
 の 微分をとると， 
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在 vに する ) ,13), 14)．現 vを
基準 とする ２ iola-Kirchhoff t

t の 度

である の 度 t
t と t の に の

関 が成り つ ) , 14)． 
1 (11)T     t t

t  

この関 を用いると，式(7)の は現在 vに
ついての 式となる． 
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以 より，式(7)は のようになる． 
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を updated agrange 法にお る 線 性

式という 4), 5), 6), )． 
 
．  弾塑性  

 

 文 4), 5)に い弾塑性構成則としては， 2 れ 
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則を 用した． 度は， 対  

の 度 ( )t
t を用いる．これによ 

り，対 な 線 性 ト クスを得ることができ

る )からである． は み 度(スト ン

グテン ル)を表すものとすると， 2 れ則は以

下のように される． 
( ) (13)ep t t

t t  
 

ept
t を 表 すると のよう． 
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1 2
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ここに， は ング率， は ン をそれ

れ表すとして， 2(1 )  である．また， 
 は ， は ，

p は 塑性

み， は をそれ れ表している． 
ここで，updated agrange 形式の式 (12) では

の 度 t
t を用いているため，以下

のように 対 の 度 
( )t

t からの変 を う 4), 5), 6), )． 

( ) (15)     t t t t
t t    
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これに い updated agrange 法にお る 線 性 

式(12) は 的に のようになる 4), 5), 6), )． 
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．  ク ストとの  

 

， の定式化に基づき作成した有限 

 

x.2
3.

.

F
B

E

2

2

x

BA

D

E

F u

F B

E

 
 

 

 

要素解析コードの 度検 を うため， 面  

み 張りに関する ン ークテスト1 )との

を た．用いた解析モデルと要素分 を に

す．本解析で用いた は， ン ークに用

いられた と には一 していない． ン

ーク 1 )では 面AB Dに一 な変 分を

えているが，本解析では 面AB Dに一 な

張り分 を 分として えている．これは，

に す分岐解析を うに たり，参 した文
4), 5), 6)の に たためである．その の

は て である．その を以下に す． 

 

( randtl-Reuss の関 れ則  

von Mises の 関数 2 21 H( )
3

p    

( )

H( ) 1 ( )
p
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2 Gpa , 1 5
. 625 , .333

   

 
 

 

また について すべき は， ン

ーク 1 )では 面AB Dは としている

である． 述 の分岐解析においても と

要素分 を用いるが， ン ークのモデル

と なる は， として 面AB Dが

とな ていないことである． 
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文 1 )に されている   と

u およ く れ率v と u の  

ン ーク結果に 回の解析結果を 線で え合

わ たものが である．文 1 )によると，

は 一プログラムおよ の要素分 のもとで，

用する要素のみを変 した場合の である．

において， は 分を一 さない

要素による 分， は 形要素

による 分， は の 分 による

分， は パラメト ク要素によ

る 分をそれ れ表している． 回の解析では，

分およ 法による 的 数

分( )15) を たため，そのう の

分によるものを 線で に している． 
と した結果，  について 対 は

大で であり，   とu に関しては

度よく一 する．しかし，く れ率v につ

いて 対 は 大で となり， めの解

析結果とな た．また， 分およ 的

数 分( )による解析結果の が で

ある． を用いることにより， 分よりは

らかい結果とな たが， に ている

G1,G2a,G3 までとはいかなか た．G2a のように，

の 分 による 分を え さらに

らかい結果となることが されるが，それ以

の解析は わなか た． 
 
．  分岐解析 

 
本研究では， 不正の導入により分岐 で

の を する解析ではなく， での

分岐解析を う．したが て，基本 で分岐 

 
 
 
 
 
の を め，分岐 の え 作 7)

を うことで分岐モードを めることになる．ま 
た では しなか たが， 大 およ

それ以 の不 定解析を うために，本解析で

は 計算 とに 面を する 法 )

を用いている．文 4)，5，6)によると，分岐 にお

る 状態から の可 性を することで，

Hill の線形 体 16)を用いた場合と く に，

線 性 ト クスの特 性 の 定 で分

岐 の を めることができることが されて

いる．そこで，本研究でもこの 法を用いた．ま

た，分岐 の え 作については， 有値

解析を 用することなく， 線 性 ト クスの 
TD 分解により の 有値をもつ ( 大

は く)を べ 17)，変 正 クトルの なス

ー ングにより から分岐 の 導を

う Scaled - orrector 法 6), 7), ), 17)を用いた． 
２ の塑性不 定解析では， に すよう

に 面 み状態にお る 張り 4), 5), 6)を

り た．要素分 は ン ークのモデルと

のものを用いたが， 面AB Dが

とな ていないことをここで再度 しておく．

すなわ ， 面AB にある は， x
は に可 でき変 していない．

  と u の関 を に す． 化

の構成則を用いていながらも 大 が存在し，

そこでも 線 性 ト クスは の 有値をもつ．
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の に ークされた，分岐 およ u
が .3 とな た にお る塑性 み分 を

およ に す． では常に変形は一

である．分岐 分かれした ( の分

岐 )では， に すように での 分

との いは現れていないが，u が .3 にな た

での の塑性 み分 は大きく なるこ

とが分かる． 変形が一 に 中するとともに，

の 分では の状態とな ている．

の塑性不 定解析では， に すよう

に の みが小さい 面 状態に い

張り を り た．このような要素分 にし

た理 は，計算 のスペ クに合わ て解析の

度を としながらも， に て る

くに 3 解析を導入する必要があるためであ

る．文 4)と に， の 面 線 に 張

を えても 一変形となる を用いた．こ

の は，( )x , , の変 を( ),V , ，

表面 を 1 2 3( )t ,t ,t とすると のように表 る． 

2 3
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, (
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  と u の関 を 1

に す． 解析と に， 解析におい

ても， 大 を えた に分岐が発 して

いる． 11はu が .15 とな た にお る

塑性 み分 である． では常に変形は

一 であるが，分岐 ではu がま 小さい

段階では塑性 が 体に一 に分 しているが，

やがてu の とともに 変形が一 に

中し， の 分では の状態とな ている．

に す要素分 は いため， く れを再現

するまでには ていない 1 ),1 )が， く れを

こすであ う に塑性 みが 中している

ことは確 できる． 
 

．有限変形弾塑性スペクトル確率有限 

要素法 

 
以下の から においては，有限変形に

拡張する際に弾塑性の いでコ となる 分に

を り を い，非線形スペクトル確率有限

要素法の に関する は， の文 2), 3), 2 )に

るものとする．また，確率変数となる の

およ 変形 の いに関しても の文 21)に

るものとする． 

．  確率 の 定 

 

ここで う 続体vの確率モデルとは，材料特

性の１つである ング率 が正確に分からない 

物体に対し，その不確からしさを確率的に表現し 

たモデルを す．通常の確率 では， 的に

変化する確率変数を うが，ここでは の わ 

りに 的に変化する確率変数として， ング率

を ( , )x で表す．ここで は 本 の 本 
を表し，xは 続体v にお る の

を表している． が えられた 続体vに
お る変 ( 1 3)( , ) u x は の確率 値

の解となる．以下，物体 が いた状態を基

準とするため，物体 の は現れないものとする． 
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x x x
x x

 

 
式(17)を 的に解くかわりに，以下 に述

べる確率 関数 ル ー関数 について

を作り，そこに 分的に値を つ について

の基 関数およ 確率 について確率変数

が する Hilbert について を成す基

関数を用いて 化した 式を解く 22), 23)．

そのとき，弾塑性体について tの に成

り つ 関数 3), 14), 24), 25)に関して以下の 下 定

理 3), 25)が成り つ． 

 

．  定 3), 25) 

 
以下は  を 定する に成り つ， ンプ

ルパスについての不 式である． 
uv 面 定の場合  

v で t t およ uv で u の場合 

, ,
1( ), ( )
2

(1 )

e e
k ku u dV

u d


 







  

 

v

v
t

u  

ここに， , , ( )eu u     である． 
1

c

,

1( ), ( ) ( )
2

(1 )

k k dV

dV

  



  







   

 

v

v

  

このとき， ル ーを 
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, ,
1 ( , ) (2 )
2

( ) e e
k ku u dV    

v
x  

とおくと， 式が成り つ． 

c( ), ( ) ( ) ( ), ( ) (21)   u  

 
v 面 の場合  

v で t およ uv で u u の場合 

, ,
1( ), ( ) (22)
2

e e
k ku u dV    u  

1
c ,

1( ), ( )
2

(23)

k

u

k dV dV

d

  



  



 



    

 

v v

v
u t



このとき， 式が成り つ． 
 

c ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) (24)    u  

 
し，式(1 ) (2 ), (22), (23)の について正確 

には ( , )u x  ( , )k x  ( , ) x  ( , )x  
( , )t x と くべきであるが， 述を くするた

め変数に たる 分( , )x を した．また，式

(1 ) の ２ にお る ( )   は， c ( , ) の

小値を に えるために した である 25)． 
本 の 定では， uv 面 定として 変

を解析モデルの 面に える．そのため，式(21)
の不 式を り る．すると，  を 定す

る に以下の不 式が成り つ． 
 

c( ), ( ) ( ) ( ), ( )  u  
 
ここで， 式の  ( ), ( )u  にお る

( )u は，  を 定する に 学的可 変

場 )を構成する関数 の中で の関数を

り く．その中で， ( )exactu なものが 大値を

り ( )に一 する．また，確率変数ではない関

数 uも 学的可 変 場を構成する関数 の

中で の関数を り き，やはり exactu なものが

( )exactu に一 する．したが て， の不 式が

成り つ．  
, ( ) ( ) (25) u   

式(21)の についても である．よ て， 

c, ( ) ( ) , ( )  u  
が成り つ．ここで， の をとることで， 

11
c, ( ) ( ) , ( ) (26)

   u  

が導かれる．ここで現れた ( ) およ

11( )
 をもつ 体を ンデ ングメデ

とよ v で表す 3)．なお，式(21) (24)において

と に現れる 関数 およ c は一 し

ていないことを しておく．この については，

Hashin-Shtrikman の変分 理を用いることで解

され，さらには の不 式の をさらに ー

プに めることができる 3), 26)． 
 

．  有限変形弾塑性スペクトル確率有限要素 

    法 

 
確率 値  式(17) の 解を計算するた

めに，式(1 )の について を作り，それ

を 化する． 体的には，  は確率に関

する 分を いて式(16) に する 14)ため，式

(16) に ング率が確率変数であることを し

て 化すれ よい．そこで，式(16) の
に現れる ep    t t t t

t t   につい

て確率を すると のようになる． 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( )) (27)
( ) ( ) ( ) ( )

e

    

  


    






t t t t
t t

t

t t


 


 

 

 
ここに， は塑性 数， は 関数を表す．ま

た， は の関数とな ている． ング率とい

う材料特性 体が確率的に変 する に， で

ある 体も確率的に変 してくるため，

の関数である ( ( )) t
  を確率的に 密に

うことは しい．また，式(27)の  

( ) ( ) ( ( )) (2 )e   t  

は の確率変数の とな ているため， 密に

化することは非常に である． 
この を回 するため，文 2), 3)に て の

ようにする．ま ， 関数 を の 値

( )t まわりの 開する．すなわ ， 

( ( ) ) ( ( ) ) ( ) (2 )  t t t t   

とする．するとここで， ( )t を める必要が

てくるわ であるが，それには式(13)の  

14 中川　英則
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( ) ( ) ( , ) (3 )d   tt t
tt

t   x  

を めれ よい．そこで， 対 の

度から 度に変 する 
と以下となる． 

( )( , ) (tr )

( ) ( ) ( ) ( ( ))
(31)

( ) ( ) ( ) ( ) (tr ( )) ( )

e

     

   


     



 t t t t
t t

t

t t t



  



  

 x

 
しかしながら，ここで再 式(2 ) の が る． 
そこで， v の  を 際の

( )t の わりに用いることを考える． 
そのための仮定を つ ，式(27) (31) に 用

する． 
 

: ンデ ングメデ v にお る 
t は，

t の 下 を える． 
 
そして，確率変 が小さくなれ ながら，
t は

t に づいて く． 
この仮定 により式(27)は のようになる． 

( ) ( ) ( ) ( ) (32)
( ) ( )

e   


    

 


t
t

t t


 
 

ここに， ( ) ( , )e e x である． 
 

ンデ ングメデ v  にお る 
は， みおよ 塑性 数の  

を通 て関 づ られる． 

この仮定 により式(31) は のようになる． 

( ) ( ) ( ( ) ( ) )
(33)

( ) ( ) tr( ( ))

e    


     

t
t t t



  

x x

 
これらの仮定は，文 2), 3)においては，微小

みの理論の枠組みにおいて確率変 が小さい場

合に成り つ関 式として用いられているもので

ある．しかし，微小 みの理論と有限変形で状

が なり しな れ ならないのは，式(27)
にお る ( ) ( ) t の の が関 してくる

である．仮定 のもとで，式(32) では ( )  t
としているが，これは 

( ) ( ) (34)   t t t t     
と していることに変わりない．確率変 が小

さい場合にはも はないが，微小 み

の理論にお る式 (2 ) の とは なるもので

ある．式(2 ) の では， 関数 を一度通

してからその をと ているため， ( )t
の変 が を通 て小さく えられている可

性もあると考えられる．これらの についての

は，数値解析を通 て のくらいの変 であれ

この が成り つかを べる必要がある． 
ここで，式(16) の に確率を する

と のようになる．  
1( ) ( ) (35)
2

T T    t
t t  

この についても，仮定 より， 
1 ( ) (36)
2

T T    t
t t  

となる．ここでもやはり，式(34) の が現れ， 
確率変 が小さい場合においてはも な

い．以 ，式(32) (33) (36) を式 開において

うことは，確率変 が小さ れ という と，

式(33)の成 を に要 するが，式(27) (31)  
(35)  を 解くことを考えれ かなり され

たといえる．ここで，式(34) の を確率変 が

大きい場合にも成り た るための解 として

は， え ， multi element polynomial chaos 
method27)のように， め確率 を小確率 に

分 し，変 が小さくな たこの小 で以 の

開を い，目的の値を き確率として め，

再度そこから 体での な の確率特性を再構

することが考えられる．数値計算の効率と解析

対象の 度数から考えても，あくまでも確率変

を小さく え しかないのではと われる． 
 

． とめと の  

 
微小変形理論の範囲で てきた非線形スペ

クトル確率有限要素法の構 を，有限変形理論に

まで拡張する際の定式化について検討した．また，

その構 に際しての下地となる，確率を導入して

いない通常の有限変形弾塑性有限要素法に関する

プログラムコードを構 し， の分岐

解析を た． の としては，有限変形弾

塑性スペクトル確率有限要素法のプログラムコー

ドを構 し， にお る理論の 用範囲を

べて く．確率を導入することの は，構造・

形状や材料特性の不確からしさを り めること

であるが，もう１つ に分岐現象の ー
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ンという からの がある．それは，

と が場 とに な て ることが分岐を

こす であることから，材料特性な の ら

つきを考 することで， と が確率的に変

しながら こることになるため， し計算に

お る数値 によ て も不 定な解に す

ることが されるという である．この を

まえ えて の分岐解析 4), 5) , 6) , 7)を た

であり， ，確率有限要素法を通して べて

きたい． 
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