
N : number of basis function
R∗

0 : initial bubble radius [mm]
V : nondimensional constant for speed

Greek letters
α0 : initial void fraction
∆ : nondimensional constant for length
∆ : difference interval
Ω : nondimensional constant for time
Π : constant coefficient
τ : time of wave
ξ : space coordinate of wave
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付 録
著者らが導出した KdVB 方程式の非線形項 Π1
は次のように表される [11]:

Π1 =
1
6

[
k1 − k2

α0
+
(1 − α0 + β1)k3
β1(1 − α0)

+
k4

α0(1 − α0)
−

2R∗
0

2ω∗B
2k5

α0U∗2ϵ

]
(25)

ここに、

k1 = 6(2 − s1) + 2s2(3 − s1), k2 = −2α0s1s3,

k5 = 1 +
3γ(3γ − 1)pG0U∗2ϵ

2R∗
0

2ω∗B
2 ,

k̂ = (β1 + β2)(s2 − s3)s1 − β1(s2
2 − s2

3),
k3 = k̂ + 3γpG0(s1 − 3γ − 1),

k4 = −α0 k̂ + α0s1s4 − 2(1 − α0)s2
3 − 2α0s1s3,

s4 = −
R∗

0
2ω∗B

2

U∗2ϵ
,

s1 =
(1 − α0)[3β1α0 − (1 − α0)s4]

α0(1 − α0 + β1)
,

s2 = s1 − 3, s3 = − α0s1
1 − α0

(26)

であり、pG0 は初期気相圧力、β1 は付加質量係数、
γ はポリトロープ指数である。

圧縮性気泡流中を水中音速超で高速伝播する
2種類の高周波圧力波に対する弱非線形理論∗

Weakly Nonlinear Theory on Two Types of High-Speed and High-Frequency Pressure Waves

in Compressible Liquids Containing Many Microbubbles

圷 亮 輔 ∗∗ 慶 本 天 謹 金 川 哲 也 ∗∗∗ 内 山 祐 介
AKUTSU Ryosuke YOSHIMOTO Takanori KANAGAWA Tetsuya UCHIYAMA Yusuke

Abstract Two types of weakly nonlinear propagations of plane progressive pressure waves in
an initially quiescent compressible liquid uniformly containing many spherical gas bubbles are
theoretically investigated. The treatment of two types of propagations corresponds to an extension
of our previous result (Yoshimoto & Kanagawa, Jpn. J. Multiphase Flow, 33 (2019), 77) to a generic
form. The main assumptions are as follows: (i) The incident wave frequency is much larger than
an eigenfrequency of single bubble oscillations; (ii) The compressibility of the liquid phase, which
has long been neglected and induces the high speed propagation mode, is considered; (iii) The wave
propagates with a large phase velocity exceeding the speed of sound in pure water. From the method
of multiple scales with two types of appropriate choices of three nondimensional parameters, we
can systematically derive two types of nonlinear Schrödinger (NLS) equations with some correction
terms in a unified way. These two equations can describe high-speed propagation of pressure waves
in compressible bubbly liquids.

Keywords: Bubbly liquid, Weakly nonlinear wave, Nonlinear Schrödinger equation

1. 緒 言

多数の気泡を含む水 (気泡流)中において、圧力
波の伝播は分散性 [1, 2] を伴うことは周知の事実
ともいえるが [3–5]、これに水の圧縮性はいかなる
影響を与えるのか。Fig. 1 に、多数の気泡を含む
圧縮性の静止水中を伝わる圧力波の線形分散関係
の概念図を示す [5–9]。気泡流中圧力波の位相速
度が、単相水音速 (1,500 m/s)よりも常に小さくな
る Slow mode、および、常に大きくなる Fast mode
の 2種類が存在する。Slow modeは水の圧縮性の
有無によらず現れるモードであることに対して、
Fast mode は水の圧縮性の効果が生み出すモード
である。非線形波動研究の歴史を眺めると、Slow
mode は理論と実験の両面から相当数の研究が存
在する一方で [3, 4, 10–20]、Fast modeの理論研究
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Fig. 1 Conceptual diagram of linear
dispersion relation for pressure
waves in bubbly liquids [5–9].
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は極めて少ない [5–8]。最近行われた衝撃波管実
験において、主要な衝撃波の前方を、単相水中の音
速に近い速度で伝播する高速波が観測され (プリ
カーサとよばれることがある)、高速波の振幅は極
めて小さいことが判明した [21, 22]。これは Fast
mode に相当すると考えられるが、その振幅の小
ささゆえに、さらなる計測が進展していないと見
受けられる。それゆえ、Fast mode の圧力波を解
明するためには、非実験的手法が有効である。な
かでも、有限ではあるが極めて小さな振幅を精密
に取り扱うことが可能な弱非線形解析 [1]が最適
な手法に位置づけられる。
著者らは最近、気泡流中の弱非線形波動に対し
て、周波数の高低などといったさまざまな伝播過
程を適切に記述する非線形波動方程式の統一的
導出法を提案した [23]。それを用いて、実際に、
Slow modeを 2つの波数領域に分割し、長波と短
波のそれぞれを記述する非線形波動方程式 2本の
系統的導出に成功した [23]。その後、前報 [24]に
おいて、Fast modeに着目したが、非線形波動方程
式として、非線形 Schrödinger (NLS)方程式 1本し
か導くことが叶わず、それゆえ、導かれた NLS方
程式は、Fast modeのどの領域を記述するのかとい
う問いに対して、相対的観点からの回答を用意す
ることも叶わなかった。そこで、本論文では、文
献 [23]と同様に、Fast modeを 2つの波数領域に
分割することを試みる。長波と短波の 2種類の伝
播を考えた結果、それぞれが、異なる種類の NLS
方程式で記述されることを示し、実際にそれら 2
本の NLS 方程式を系統的に導き、それぞれの伝
播の違いを明らかにすることが、本論文の目的で
ある。

2. 問題の定式化
2.1 問題設定
気泡流が初期に静止平衡状態にあるとする。気
泡流に、有限振幅の平面 (1次元)進行波を入射す
ると、弱非線形の圧力変動が伝わる。圧力波は、
狭帯域スペクトルを有する準単色波であり、スぺ
クトルの幅と波の無次元振幅の大きさは同程度で
あるとする [1]。簡単のため、気相の粘性、気相と
液相の熱伝導性、気液界面を通しての相変化およ
び物質輸送は無視する。気泡の生成、消滅、合体、
分裂、さらに気泡間の直接相互作用も考慮しない。
気泡流中の圧力波の散逸性は、粘性、熱伝導性、
水の圧縮性 (音響放射減衰)に由来することが知ら
れているが [4]、本論文では、前報 [24]と同様に、

水の圧縮性および気液界面における液相の粘性の
2つのみを考慮する。　
2.2 基礎方程式系
気相と液相それぞれに対する質量保存式および
運動量保存式として、前報 [23, 24] 同様に次式を
用いる [9]:

∂

∂t∗
(αρ∗G) +

∂

∂x∗
(αρ∗Gu∗G) = 0 (1)

∂

∂t∗
[
(1 − α)ρ∗L

]
+
∂

∂x∗
[
(1 − α)ρ∗Lu∗L

]
= 0 (2)

∂

∂t∗
(αρ∗Gu∗G) +

∂

∂x∗
(
αρ∗Gu∗G

2
)
+ α
∂p∗G
∂x∗
= F∗ (3)

∂

∂t∗
[
(1 − α)ρ∗Lu∗L

]
+
∂

∂x∗
[
(1 − α)ρ∗Lu∗L

2
]
　

+ (1 − α)
∂p∗L
∂x∗
+ P∗

∂α

∂x∗
= −F∗ (4)

ここに、t∗ は時間、x∗ は空間座標、αは気相の体
積分率 (ボイド率)、ρ∗ は密度、u∗ は流速、p∗ は
圧力、P∗ は気液界面における局所的な面積平均化
された液相圧力である。上添え字 ∗は有次元数を
表し、下添え字 Gと Lはそれぞれ気相と液相を表
す。運動量保存式 (3)(4)の右辺に含まれる相間の
付加質量力 F∗ に、以下のモデルを用いる [25,26]:

F∗ = −β1αρ
∗
L

(
DGu∗G
Dt∗

−
DLu∗L
Dt∗

)
− β2ρ

∗
L(u∗G − u∗L)

DGα

Dt∗
− β3α(u∗G − u∗L)

DGρ
∗
L

Dt∗
(5)

ここに、係数 β j ( j = 1, 2, 3)は、球形気泡の場合す
べて 1/2であるが、各 β jの寄与を明らかにすべく、
値を代入せずに進める。なお、DG/Dt∗ と DL/Dt∗

は、それぞれ、気相と液相に対する Lagrange微分
である:

DG

Dt∗
=
∂

∂t∗
+ u∗G

∂

∂x∗
,

DL

Dt∗
=
∂

∂t∗
+ u∗L

∂

∂x∗
(6)

気泡の膨張・収縮運動を表す式として、周囲液体
の圧縮性を考慮した Keller方程式を用いる [27]:(

1 − 1
c∗L0

DGR∗

Dt∗

)
R∗

D2
GR∗

Dt∗2

+
3
2

(
1 − 1

3c∗L0

DGR∗

Dt∗

) (
DGR∗

Dt∗

)2

=

(
1 +

1
c∗L0

DGR∗

Dt∗

)
P∗

ρ∗L0
+

R∗

ρ∗L0c∗L0

DG

Dt∗
(p∗L + P∗) (7)

ここに、R∗(x∗, t∗) は気泡半径、c∗L0 は初期液単相
音速である。

方程式系 (1)–(7)は、以下に示す、気相のポリト
ロープ変化の状態方程式、液相の Taitの状態方程
式、気泡内気体の質量保存式、気液界面における
法線方向の力のつりあい式によって閉じられる:

p∗G
p∗G0
=

(
ρ∗G
ρ∗G0

)γ
(8)

p∗L = p∗L0 +
ρ∗L0c∗2L0

n

[(
ρ∗L
ρ∗L0

)n

− 1
]

(9)

ρ∗G
ρ∗G0
=

(
R∗0
R∗

)3

(10)

p∗G − (p∗L + P∗) =
2σ∗

R∗
+

4µ∗

R∗
DGR∗

Dt∗
(11)

ここに、γはポリトロープ指数、nは物質定数 (水
の場合 7.15)、σ∗ は表面張力、µ∗ は液相の粘性係
数である。添え字 0が付いた量は、いずれも、初
期静止状態における定数であり、気泡径は初期に
一様である。
2.3 パラメータスケーリング
気泡流を記述する基礎方程式系 (1)–(11) から、
特定の周波数帯の圧力波伝播だけを抽出したい。
とくに、Fast mode における 2 種類の特徴的な圧
力波を物理的に正確に抽出し、その非線形伝播過
程を記述する方程式 2本を導出するための道具と
して、著者らのパラメータスケーリング法 [23]を
用いる。Fig. 2に示すように、Fast modeを 2種類
の領域に分割する。低周波数帯と高周波数帯のい
ずれにおいても、NLS 型の方程式が導かれるが、
これらをそれぞれ NLS-I式 (54)と NLS-II式 (52)
とよぶ。NLS-I 式 (54) は前報 [24] で導出済であ
る。以下では、式 (54)(52)の導出を行う前に必要
不可欠な準備を述べる。
波の代表的な速度 U∗、波長 L∗、角振動数 ω∗ の
間には、U∗ ≡ L∗ω∗ の関係が成り立ち、ω∗ ≡ 1/T ∗

とする (T ∗ は波の代表的な周期)。ここで、速度、
長さ、時間に関する 3つの無次元数の大きさの組
み合わせを 2通りに定める:(

U∗

c∗L0
,

R∗0
L∗
,
ω∗

ω∗B

)
=


(
O(ϵ1),O(ϵ0),O(ϵ−

1
2 )

)(
O(ϵ0),O(ϵ0),O(ϵ−

1
2 )

)
=


(
Vϵ, ∆, Ωϵ−

1
2
)

(for NLS - I)(
V, ∆, Ωϵ−

1
2
)

(for NLS - II)
(12)

ここに、摂動 ϵ は、波の代表的な無次元振幅であ
り、1より十分小さいが有限値をとる (0 < ϵ ≪ 1、
弱非線形波動 [1])。最右辺の無次元数 V、∆、Ωは

WavenumberO

F
re

q
u
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cy NLS - I

NLS - 
II

Fig. 2 Two types of NLS equations in Fast mode.

いずれも O(1)の定数である。さらに、ω∗B は単一
気泡の固有角振動数であり、次式で与えられる:

ω∗B ≡
√

3γ(p∗L0 + 2σ∗/R∗0) − 2σ∗/R∗0
ρ∗L0R∗20

(13)

平均化方程式 (1)–(4) は、十分多数の気泡が平
均化体積内に含まれていることを前提とする [9]。
気泡径と波長が同程度 (式 (12)の長さのスケーリ
ング)であるため、x∗ 軸方向には十分多数の気泡
を含めることは叶わないが、波面と平行な方向に
平均化体積を設置することで、この問題は解消さ
れる。しかしながら、それでも、気泡振動の球対
称性が保たれるか否かは検証を要し、次報で検討
する。
2.4 多重尺度解析
パラメータスケーリングを、多重尺度法 [1] と
組み合わせて解析を行う。
独立変数として、時間 t∗ および空間座標 x∗ を、

t ≡ t∗/T ∗ および x ≡ x∗/L∗ と無次元化する。振幅
ϵ (≪ 1)を用いて、t と xを、計 6つの独立変数へ
と拡張する:


t0 = t, x0 = x (近傍場)
t1 = ϵt, x1 = ϵx (遠方場 I)
t2 = ϵ

2t, x2 = ϵ
2 x (遠方場 II)

(14)

ここに、t0 と x0 は近傍場すなわち t と x が O(1)
の音源近傍を記述し、t1 と x1 は t と x が O(1/ϵ)
の音源から十分に遠くの遠方場 Iを記述し、t2 と
x2 はさらに遠くの遠方場 IIを記述する。独立変数
(14)を用いて、時間と空間座標の偏微分演算子を
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は極めて少ない [5–8]。最近行われた衝撃波管実
験において、主要な衝撃波の前方を、単相水中の音
速に近い速度で伝播する高速波が観測され (プリ
カーサとよばれることがある)、高速波の振幅は極
めて小さいことが判明した [21, 22]。これは Fast
mode に相当すると考えられるが、その振幅の小
ささゆえに、さらなる計測が進展していないと見
受けられる。それゆえ、Fast mode の圧力波を解
明するためには、非実験的手法が有効である。な
かでも、有限ではあるが極めて小さな振幅を精密
に取り扱うことが可能な弱非線形解析 [1]が最適
な手法に位置づけられる。
著者らは最近、気泡流中の弱非線形波動に対し
て、周波数の高低などといったさまざまな伝播過
程を適切に記述する非線形波動方程式の統一的
導出法を提案した [23]。それを用いて、実際に、
Slow modeを 2つの波数領域に分割し、長波と短
波のそれぞれを記述する非線形波動方程式 2本の
系統的導出に成功した [23]。その後、前報 [24]に
おいて、Fast modeに着目したが、非線形波動方程
式として、非線形 Schrödinger (NLS)方程式 1本し
か導くことが叶わず、それゆえ、導かれた NLS方
程式は、Fast modeのどの領域を記述するのかとい
う問いに対して、相対的観点からの回答を用意す
ることも叶わなかった。そこで、本論文では、文
献 [23]と同様に、Fast modeを 2つの波数領域に
分割することを試みる。長波と短波の 2種類の伝
播を考えた結果、それぞれが、異なる種類の NLS
方程式で記述されることを示し、実際にそれら 2
本の NLS 方程式を系統的に導き、それぞれの伝
播の違いを明らかにすることが、本論文の目的で
ある。

2. 問題の定式化
2.1 問題設定
気泡流が初期に静止平衡状態にあるとする。気
泡流に、有限振幅の平面 (1次元)進行波を入射す
ると、弱非線形の圧力変動が伝わる。圧力波は、
狭帯域スペクトルを有する準単色波であり、スぺ
クトルの幅と波の無次元振幅の大きさは同程度で
あるとする [1]。簡単のため、気相の粘性、気相と
液相の熱伝導性、気液界面を通しての相変化およ
び物質輸送は無視する。気泡の生成、消滅、合体、
分裂、さらに気泡間の直接相互作用も考慮しない。
気泡流中の圧力波の散逸性は、粘性、熱伝導性、
水の圧縮性 (音響放射減衰)に由来することが知ら
れているが [4]、本論文では、前報 [24]と同様に、

水の圧縮性および気液界面における液相の粘性の
2つのみを考慮する。　
2.2 基礎方程式系
気相と液相それぞれに対する質量保存式および
運動量保存式として、前報 [23, 24] 同様に次式を
用いる [9]:

∂

∂t∗
(αρ∗G) +

∂

∂x∗
(αρ∗Gu∗G) = 0 (1)

∂

∂t∗
[
(1 − α)ρ∗L

]
+
∂

∂x∗
[
(1 − α)ρ∗Lu∗L

]
= 0 (2)

∂

∂t∗
(αρ∗Gu∗G) +

∂

∂x∗
(
αρ∗Gu∗G

2
)
+ α
∂p∗G
∂x∗
= F∗ (3)

∂

∂t∗
[
(1 − α)ρ∗Lu∗L

]
+
∂

∂x∗
[
(1 − α)ρ∗Lu∗L

2
]
　

+ (1 − α)
∂p∗L
∂x∗
+ P∗

∂α

∂x∗
= −F∗ (4)

ここに、t∗ は時間、x∗ は空間座標、αは気相の体
積分率 (ボイド率)、ρ∗ は密度、u∗ は流速、p∗ は
圧力、P∗ は気液界面における局所的な面積平均化
された液相圧力である。上添え字 ∗は有次元数を
表し、下添え字 Gと Lはそれぞれ気相と液相を表
す。運動量保存式 (3)(4)の右辺に含まれる相間の
付加質量力 F∗ に、以下のモデルを用いる [25,26]:

F∗ = −β1αρ
∗
L

(
DGu∗G
Dt∗

−
DLu∗L
Dt∗

)
− β2ρ

∗
L(u∗G − u∗L)

DGα

Dt∗
− β3α(u∗G − u∗L)

DGρ
∗
L

Dt∗
(5)

ここに、係数 β j ( j = 1, 2, 3)は、球形気泡の場合す
べて 1/2であるが、各 β jの寄与を明らかにすべく、
値を代入せずに進める。なお、DG/Dt∗ と DL/Dt∗

は、それぞれ、気相と液相に対する Lagrange微分
である:

DG

Dt∗
=
∂

∂t∗
+ u∗G

∂

∂x∗
,

DL

Dt∗
=
∂

∂t∗
+ u∗L

∂

∂x∗
(6)

気泡の膨張・収縮運動を表す式として、周囲液体
の圧縮性を考慮した Keller方程式を用いる [27]:(

1 − 1
c∗L0

DGR∗

Dt∗

)
R∗

D2
GR∗

Dt∗2

+
3
2

(
1 − 1

3c∗L0

DGR∗

Dt∗

) (
DGR∗

Dt∗

)2

=

(
1 +

1
c∗L0

DGR∗

Dt∗

)
P∗

ρ∗L0
+

R∗

ρ∗L0c∗L0

DG

Dt∗
(p∗L + P∗) (7)

ここに、R∗(x∗, t∗) は気泡半径、c∗L0 は初期液単相
音速である。

方程式系 (1)–(7)は、以下に示す、気相のポリト
ロープ変化の状態方程式、液相の Taitの状態方程
式、気泡内気体の質量保存式、気液界面における
法線方向の力のつりあい式によって閉じられる:

p∗G
p∗G0
=

(
ρ∗G
ρ∗G0

)γ
(8)

p∗L = p∗L0 +
ρ∗L0c∗2L0

n

[(
ρ∗L
ρ∗L0

)n

− 1
]

(9)

ρ∗G
ρ∗G0
=

(
R∗0
R∗

)3

(10)

p∗G − (p∗L + P∗) =
2σ∗

R∗
+

4µ∗

R∗
DGR∗

Dt∗
(11)

ここに、γはポリトロープ指数、nは物質定数 (水
の場合 7.15)、σ∗ は表面張力、µ∗ は液相の粘性係
数である。添え字 0が付いた量は、いずれも、初
期静止状態における定数であり、気泡径は初期に
一様である。
2.3 パラメータスケーリング
気泡流を記述する基礎方程式系 (1)–(11) から、
特定の周波数帯の圧力波伝播だけを抽出したい。
とくに、Fast mode における 2 種類の特徴的な圧
力波を物理的に正確に抽出し、その非線形伝播過
程を記述する方程式 2本を導出するための道具と
して、著者らのパラメータスケーリング法 [23]を
用いる。Fig. 2に示すように、Fast modeを 2種類
の領域に分割する。低周波数帯と高周波数帯のい
ずれにおいても、NLS 型の方程式が導かれるが、
これらをそれぞれ NLS-I式 (54)と NLS-II式 (52)
とよぶ。NLS-I 式 (54) は前報 [24] で導出済であ
る。以下では、式 (54)(52)の導出を行う前に必要
不可欠な準備を述べる。
波の代表的な速度 U∗、波長 L∗、角振動数 ω∗ の
間には、U∗ ≡ L∗ω∗ の関係が成り立ち、ω∗ ≡ 1/T ∗

とする (T ∗ は波の代表的な周期)。ここで、速度、
長さ、時間に関する 3つの無次元数の大きさの組
み合わせを 2通りに定める:(

U∗

c∗L0
,

R∗0
L∗
,
ω∗

ω∗B

)
=


(
O(ϵ1),O(ϵ0),O(ϵ−

1
2 )

)(
O(ϵ0),O(ϵ0),O(ϵ−

1
2 )

)
=


(
Vϵ, ∆, Ωϵ−

1
2
)

(for NLS - I)(
V, ∆, Ωϵ−

1
2
)

(for NLS - II)
(12)

ここに、摂動 ϵ は、波の代表的な無次元振幅であ
り、1より十分小さいが有限値をとる (0 < ϵ ≪ 1、
弱非線形波動 [1])。最右辺の無次元数 V、∆、Ωは

WavenumberO

F
re

q
u
en

cy NLS - I

NLS - 
II

Fig. 2 Two types of NLS equations in Fast mode.

いずれも O(1)の定数である。さらに、ω∗B は単一
気泡の固有角振動数であり、次式で与えられる:

ω∗B ≡
√

3γ(p∗L0 + 2σ∗/R∗0) − 2σ∗/R∗0
ρ∗L0R∗20

(13)

平均化方程式 (1)–(4) は、十分多数の気泡が平
均化体積内に含まれていることを前提とする [9]。
気泡径と波長が同程度 (式 (12)の長さのスケーリ
ング)であるため、x∗ 軸方向には十分多数の気泡
を含めることは叶わないが、波面と平行な方向に
平均化体積を設置することで、この問題は解消さ
れる。しかしながら、それでも、気泡振動の球対
称性が保たれるか否かは検証を要し、次報で検討
する。
2.4 多重尺度解析
パラメータスケーリングを、多重尺度法 [1] と
組み合わせて解析を行う。
独立変数として、時間 t∗ および空間座標 x∗ を、

t ≡ t∗/T ∗ および x ≡ x∗/L∗ と無次元化する。振幅
ϵ (≪ 1)を用いて、t と xを、計 6つの独立変数へ
と拡張する:


t0 = t, x0 = x (近傍場)
t1 = ϵt, x1 = ϵx (遠方場 I)
t2 = ϵ

2t, x2 = ϵ
2 x (遠方場 II)

(14)

ここに、t0 と x0 は近傍場すなわち t と x が O(1)
の音源近傍を記述し、t1 と x1 は t と x が O(1/ϵ)
の音源から十分に遠くの遠方場 Iを記述し、t2 と
x2 はさらに遠くの遠方場 IIを記述する。独立変数
(14)を用いて、時間と空間座標の偏微分演算子を
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展開する (微分展開法) [1]:

∂

∂t
=
∂

∂t0
+ ϵ
∂

∂t1
+ ϵ2

∂

∂t2
(15)

∂

∂x
=
∂

∂x0
+ ϵ
∂

∂x1
+ ϵ2

∂

∂x2
　 (16)

多重尺度法の利用によって、すべての従属変数
は、新たな独立変数 (14)の関数とみなされた。従
属変数を摂動展開する:

α/α0 = 1 + ϵα1 + ϵ
2α2 + O(ϵ3) (17)

u∗G/U
∗ = ϵuG1 + ϵ

2uG2 + O(ϵ3) (18)

u∗L/U
∗ = ϵuL1 + ϵ

2uL2 + O(ϵ3) (19)

R∗/R∗0 = 1 + ϵR1 + ϵ
2R2 + O(ϵ3) (20)

p∗L/p
∗
L0 = 1 + ϵpL1 + ϵ

2 pL2 + O(ϵ3)

(for NLS - I)

p∗L/(ρ
∗
L0U∗2) = pL0 + ϵpL1 + ϵ

2 pL2 + O(ϵ3)

(for NLS - II) (21)

ρ∗L/ρ
∗
L0 =

1 + ϵ3ρL1 + ϵ
4ρL2 + O(ϵ5) (for NLS - I)

1 + ϵ1ρL1 + ϵ
2ρL2 + O(ϵ3) (for NLS - II)

(22)

気泡間の直接相互作用を無視する仮定の下では、
α0 ≪ 1が望まれるが、本研究は ϵ (≪ 1)に対する
漸近解析であり、α0 = O(1) を仮定した。それゆ
え、ある程度大きな α0 の場合も解析対象に含ま
れる。気泡径 R∗ の摂動展開 (20) を、式 (8) と式
(10)に代入すると、気相密度 ρ∗G と気相圧力 p∗G の
摂動展開がそれぞれ導かれ、展開係数のすべては
Ri (i = 1, 2, 3, ...)によって表される。同様に p∗G と
p∗Lの摂動展開を、式 (11)に代入すると、P∗の摂動
展開を求めることができるが、この場合は、展開
係数が、無次元数の大きさにも依存する。NLS-I
と NLS-II の各式を導く上では、液相圧力の無次
元化、および、液相密度の展開の次数が異なるが、
これらの違いは、パラメータスケーリング (12)の
違いに由来する [23,28]。同様の考え方から、気相
と液相の初期圧力 p∗G0 と p∗L0、および、液体の粘
性係数 µ∗ の大きさを定める:

p∗G0/(ρ
∗
L0c∗2L0) ≡ O(ϵ2) = pG0ϵ

2

p∗L0/(ρ
∗
L0c∗2L0) ≡ O(ϵ2) = pL0ϵ

2 (for NLS - I)
µ∗/(ρ∗L0c∗L0L∗) ≡ O(ϵ3) = µϵ3

(23)


p∗G0/(ρ

∗
L0U∗2) ≡ O(1) = pG0

p∗L0/(ρ
∗
L0U∗2) ≡ O(1) = pL0 (for NLS - II)

µ∗/(ρ∗L0c∗L0L∗) ≡ O(ϵ2) = µϵ2
(24)

ここに、pG0、pL0、µはいずれも O(1)の無次元数
である。NLS-I式 (23)と NLS-II式 (24)で、最左
辺の分母が異なる理由も、パラメータスケーリン
グ (12)の違いにある。また、初期の気相と液相の
密度比 ρ∗G0/ρ

∗
L0 は、ゼロとみなせるほどに小さく、

解析結果に影響を与えないものと仮定する。

3. 解析結果
基礎方程式系 (1)–(4) と (7) にパラメータス
ケーリング (12) 、微分展開法 (15)(16)、摂動展
開 (17)–(22) を代入すると、波の無次元振幅 ϵ に
関する恒等式を得る。第 1次、2次、3次の近似か
ら、それぞれ、3.1節、3.2節、3.3節で示す近似方
程式が導かれる。NLS-I式の導出過程は前報 [24]
で詳述済みであるので、NLS-II式の導出過程の詳
述に主眼をおくが、適宜、両方程式の導出過程の
大きな違いに触れながら、導出を進める。
3.1 近傍場——搬送波の線形伝播
基礎方程式系 (1)–(4)と (7)に対応する、ϵ に対
する最低次近似から、線形方程式系

∂α1

∂t0
− 3
∂R1

∂t0
+
∂uG1

∂x0
= 0 (25)

(1 − α0)V2 ∂pL1

∂t0
− α0
∂α1

∂t0
+ (1 − α0)

∂uL1

∂x0
= 0 (26)

β1
∂uG1

∂t0
− β1
∂uL1

∂t0
− 3γpG0

∂R1

∂x0
= 0 (27)

(1 − α0 + β1α0)
∂uL1

∂t0
− β1α0

∂uG1

∂t0
+ (1 − α0)

∂pL1

∂x0
= 0

(28)

∆2 ∂
2R1

∂t2
0

= −pL1 (29)

を得る。線形方程式系 (25)–(29)を、R1 を従属変
数とする単一の偏微分方程式にまとめる:

L[R1] = 0 (30)

L ≡ (1 − α0)V2 ∂
4

∂t4
0

− ∂4

∂t2
0∂x

2
0

+
3α0

∆2

∂2

∂t2
0

− 3γpG0α0(1 − α0 + β1)
β1(1 − α0)∆2

∂2

∂x2
0

= 0 (31)

これは、分散項を伴う線形波動方程式である。
NLS-I 式の場合との決定的な違いは、4 階の時
間導関数項 (式 (31) の第 1 項) の発現にあり、こ
れは、水の圧縮性の効果に起因する。この項は式
(26)の左辺第 1項に起因して現れたものである。

この解に準単色波を仮定する [1]:

R1 = A(t1, t2, x1, x2)eiθ + c.c., θ = kx0 − Ω(k)t0

(32)

ここに、A は複素振幅、k (≡ k∗L∗) は無次元波数
(k∗ は波数)、θは位相関数である。すなわち、搬送
波 eiθ のゆっくりとした変化が、包絡波 A によっ
て記述される。式 (31)に解 (32)を代入すると、線
形分散関係が

D(k, Ω) = (1 − α0)V2Ω4 − k2Ω2 − 3α0

∆2 Ω
2

+
3γpG0α0(1 − α0 + β1)
β1(1 − α0)∆2 k2 = 0 (33)

と求まる。ここで、k と Ωの関数関係は線形では
ないため、近傍場において分散性が現れることが
わかる。一方で、虚部は含まないため、近傍場に
おいては散逸性は現れない。位相速度 vp と群速度
vg を導いておく:

vp =
Ω

k
(34)

vg =
dΩ
dk
=

3α0 − (1 − α0)V2∆2Ω2

∆2k2 + 3α0 − 2(1 − α0)V2∆2Ω2

Ω

k
(35)

続いて、解 (32)を式 (25)–(29)に代入し、t0 およ
び x0 について積分すると、ボイド率 α、気相流速
uG、液相流速 uL、液相圧力 pL の 1次の摂動は、

α1 = s1R1, uG1 = s2R1, uL1 = s3R1, pL1 = s4R1

(36)
となり、いずれも R1 の定数倍として表現される。
ここに、実定数 s j ( j = 1, 2, 3, 4)は、

s4 = ∆
2Ω2,

s1 =
1 − α0

α0

× 3β1α0 + [(1 − α0 + β1α0)V2 − (1 − α0)k2/Ω2]s4

1 − α0 + β1
,

s2 = (s1 − 3)
Ω

k
, s3 =

(
s4V2 − α0 s1

1 − α0

)
Ω

k
(37)

であり、波数 kや初期ボイド率 α0 などから構成さ
れる。
3.2 遠方場 I——包絡波の線形伝播
方程式系 (25)–(29) に対応する O(ϵ2) の非同次
方程式系を求め、それらを単一の非同次方程式に
まとめると、次式を得る:

L[R2] = (Γ1 + iΓ2)A2e2iθ

+ i
(
−∂D
∂Ω

) (
∂A
∂t1
+ vg
∂A
∂x1
+ η1A + iη2A

)
Aeiθ + c.c.

(38)

ここで、Γ2 および η1 を含む項は NLS-I式では現
れなかった。ここに、実定数 η1 と η2 は

η1 =
V∆k
2Ω3 (vp − vg) (39)

η2 =
k

2Ω4 (vp − vg) (40)

と与えられる。さらに、実定数 Γ1 と Γ2 はそれぞ
れ次式で与えられる:

Γ1 = −2
{
α0m1 − Ωm2 +

α0(1 − α0 + β1)
β1(1 − α0)

km3

+
km4

1 − α0
+ 2[(1 − α0)V2Ω2 − k2]Ω∆2m5

}
(41)

Γ2 = −4[(1 − α0)V2Ω2 − k2]Ω∆Vm′5 (42)

ここに、m j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)および m′5 は、それぞ
れ、以下のように与えられる:

m1 = 6(2 − s1)Ω + 2(3 − s1)s2k,

m2 = V2Ω[s2
4(1 − α0)(n − 1)V2 + 2α0 s1 s4]

− 2k[α0 s1 s3 − (1 − α0)s3 s4V2],

m3 = m̂ + 3γpG0(s1 − 3γ − 1)k,

m̂ = (s2 − s3)Ω[β1(s1 + V2 s4) + β2 s1 + β3 s4V2]

− β1(s2
2 − s2

3)k,

m4 = −α0m̂ + 2α0 s1 s4k − 2(1 − α0)s2
3k

− 2α0 s1 s3Ω + 2(1 − α0)V2 s3 s4Ω,

m5 =
5
2
Ω − 3s2k +

3γ(3γ − 1)pG0

2∆2Ω
,

m′5 = ∆
2Ω2 − 3γpG0(3γ − 1) + s4 (43)

さて、非同次方程式 (38)の同次解 eiθ が、非同
次項 (右辺第 2項)に含まれていることに注意を要
する。これは、R2 の増幅を招き、摂動解の破綻に
至る [1]。したがって、eiθ の係数がゼロとならね
ばならず、次式の成立が要請される:

∂A
∂t1
+ vg
∂A
∂x1
+ η1A + iη2A = 0 (44)

Slow modeでは左辺第 3項と第 4項が現れなかっ
たこと、および、Fast modeのNLS-I式では左辺第
3項が現れなかったことを注意しておく。式 (44)
は包絡波 Aを未知変数とする、2つの補正項を含
む線形波動方程式である。
式 (44)を式 (38)の右辺に代入すると、

L[R2] = (Γ1 + iΓ2)A2e2iθ + c.c. (45)
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展開する (微分展開法) [1]:

∂

∂t
=
∂

∂t0
+ ϵ
∂

∂t1
+ ϵ2

∂

∂t2
(15)

∂

∂x
=
∂

∂x0
+ ϵ
∂

∂x1
+ ϵ2

∂

∂x2
　 (16)

多重尺度法の利用によって、すべての従属変数
は、新たな独立変数 (14)の関数とみなされた。従
属変数を摂動展開する:

α/α0 = 1 + ϵα1 + ϵ
2α2 + O(ϵ3) (17)

u∗G/U
∗ = ϵuG1 + ϵ

2uG2 + O(ϵ3) (18)

u∗L/U
∗ = ϵuL1 + ϵ

2uL2 + O(ϵ3) (19)

R∗/R∗0 = 1 + ϵR1 + ϵ
2R2 + O(ϵ3) (20)

p∗L/p
∗
L0 = 1 + ϵpL1 + ϵ

2 pL2 + O(ϵ3)

(for NLS - I)

p∗L/(ρ
∗
L0U∗2) = pL0 + ϵpL1 + ϵ

2 pL2 + O(ϵ3)

(for NLS - II) (21)

ρ∗L/ρ
∗
L0 =

1 + ϵ3ρL1 + ϵ
4ρL2 + O(ϵ5) (for NLS - I)

1 + ϵ1ρL1 + ϵ
2ρL2 + O(ϵ3) (for NLS - II)

(22)

気泡間の直接相互作用を無視する仮定の下では、
α0 ≪ 1が望まれるが、本研究は ϵ (≪ 1)に対する
漸近解析であり、α0 = O(1) を仮定した。それゆ
え、ある程度大きな α0 の場合も解析対象に含ま
れる。気泡径 R∗ の摂動展開 (20) を、式 (8) と式
(10)に代入すると、気相密度 ρ∗G と気相圧力 p∗G の
摂動展開がそれぞれ導かれ、展開係数のすべては
Ri (i = 1, 2, 3, ...)によって表される。同様に p∗G と
p∗Lの摂動展開を、式 (11)に代入すると、P∗の摂動
展開を求めることができるが、この場合は、展開
係数が、無次元数の大きさにも依存する。NLS-I
と NLS-II の各式を導く上では、液相圧力の無次
元化、および、液相密度の展開の次数が異なるが、
これらの違いは、パラメータスケーリング (12)の
違いに由来する [23,28]。同様の考え方から、気相
と液相の初期圧力 p∗G0 と p∗L0、および、液体の粘
性係数 µ∗ の大きさを定める:

p∗G0/(ρ
∗
L0c∗2L0) ≡ O(ϵ2) = pG0ϵ

2

p∗L0/(ρ
∗
L0c∗2L0) ≡ O(ϵ2) = pL0ϵ

2 (for NLS - I)
µ∗/(ρ∗L0c∗L0L∗) ≡ O(ϵ3) = µϵ3

(23)


p∗G0/(ρ

∗
L0U∗2) ≡ O(1) = pG0

p∗L0/(ρ
∗
L0U∗2) ≡ O(1) = pL0 (for NLS - II)

µ∗/(ρ∗L0c∗L0L∗) ≡ O(ϵ2) = µϵ2
(24)

ここに、pG0、pL0、µはいずれも O(1)の無次元数
である。NLS-I式 (23)と NLS-II式 (24)で、最左
辺の分母が異なる理由も、パラメータスケーリン
グ (12)の違いにある。また、初期の気相と液相の
密度比 ρ∗G0/ρ

∗
L0 は、ゼロとみなせるほどに小さく、

解析結果に影響を与えないものと仮定する。

3. 解析結果
基礎方程式系 (1)–(4) と (7) にパラメータス
ケーリング (12) 、微分展開法 (15)(16)、摂動展
開 (17)–(22) を代入すると、波の無次元振幅 ϵ に
関する恒等式を得る。第 1次、2次、3次の近似か
ら、それぞれ、3.1節、3.2節、3.3節で示す近似方
程式が導かれる。NLS-I式の導出過程は前報 [24]
で詳述済みであるので、NLS-II式の導出過程の詳
述に主眼をおくが、適宜、両方程式の導出過程の
大きな違いに触れながら、導出を進める。
3.1 近傍場——搬送波の線形伝播
基礎方程式系 (1)–(4)と (7)に対応する、ϵ に対
する最低次近似から、線形方程式系

∂α1

∂t0
− 3
∂R1

∂t0
+
∂uG1

∂x0
= 0 (25)

(1 − α0)V2 ∂pL1

∂t0
− α0
∂α1

∂t0
+ (1 − α0)

∂uL1

∂x0
= 0 (26)

β1
∂uG1

∂t0
− β1
∂uL1

∂t0
− 3γpG0

∂R1

∂x0
= 0 (27)

(1 − α0 + β1α0)
∂uL1

∂t0
− β1α0

∂uG1

∂t0
+ (1 − α0)

∂pL1

∂x0
= 0

(28)

∆2 ∂
2R1

∂t2
0

= −pL1 (29)

を得る。線形方程式系 (25)–(29)を、R1 を従属変
数とする単一の偏微分方程式にまとめる:

L[R1] = 0 (30)

L ≡ (1 − α0)V2 ∂
4

∂t4
0

− ∂4

∂t2
0∂x

2
0

+
3α0

∆2

∂2

∂t2
0

− 3γpG0α0(1 − α0 + β1)
β1(1 − α0)∆2

∂2

∂x2
0

= 0 (31)

これは、分散項を伴う線形波動方程式である。
NLS-I 式の場合との決定的な違いは、4 階の時
間導関数項 (式 (31) の第 1 項) の発現にあり、こ
れは、水の圧縮性の効果に起因する。この項は式
(26)の左辺第 1項に起因して現れたものである。

この解に準単色波を仮定する [1]:

R1 = A(t1, t2, x1, x2)eiθ + c.c., θ = kx0 − Ω(k)t0

(32)

ここに、A は複素振幅、k (≡ k∗L∗) は無次元波数
(k∗ は波数)、θは位相関数である。すなわち、搬送
波 eiθ のゆっくりとした変化が、包絡波 A によっ
て記述される。式 (31)に解 (32)を代入すると、線
形分散関係が

D(k, Ω) = (1 − α0)V2Ω4 − k2Ω2 − 3α0

∆2 Ω
2

+
3γpG0α0(1 − α0 + β1)
β1(1 − α0)∆2 k2 = 0 (33)

と求まる。ここで、k と Ωの関数関係は線形では
ないため、近傍場において分散性が現れることが
わかる。一方で、虚部は含まないため、近傍場に
おいては散逸性は現れない。位相速度 vp と群速度
vg を導いておく:

vp =
Ω

k
(34)

vg =
dΩ
dk
=

3α0 − (1 − α0)V2∆2Ω2

∆2k2 + 3α0 − 2(1 − α0)V2∆2Ω2

Ω

k
(35)

続いて、解 (32)を式 (25)–(29)に代入し、t0 およ
び x0 について積分すると、ボイド率 α、気相流速
uG、液相流速 uL、液相圧力 pL の 1次の摂動は、

α1 = s1R1, uG1 = s2R1, uL1 = s3R1, pL1 = s4R1

(36)
となり、いずれも R1 の定数倍として表現される。
ここに、実定数 s j ( j = 1, 2, 3, 4)は、

s4 = ∆
2Ω2,

s1 =
1 − α0

α0

× 3β1α0 + [(1 − α0 + β1α0)V2 − (1 − α0)k2/Ω2]s4

1 − α0 + β1
,

s2 = (s1 − 3)
Ω

k
, s3 =

(
s4V2 − α0 s1

1 − α0

)
Ω

k
(37)

であり、波数 kや初期ボイド率 α0 などから構成さ
れる。
3.2 遠方場 I——包絡波の線形伝播
方程式系 (25)–(29) に対応する O(ϵ2) の非同次
方程式系を求め、それらを単一の非同次方程式に
まとめると、次式を得る:

L[R2] = (Γ1 + iΓ2)A2e2iθ

+ i
(
−∂D
∂Ω

) (
∂A
∂t1
+ vg
∂A
∂x1
+ η1A + iη2A

)
Aeiθ + c.c.

(38)

ここで、Γ2 および η1 を含む項は NLS-I式では現
れなかった。ここに、実定数 η1 と η2 は

η1 =
V∆k
2Ω3 (vp − vg) (39)

η2 =
k

2Ω4 (vp − vg) (40)

と与えられる。さらに、実定数 Γ1 と Γ2 はそれぞ
れ次式で与えられる:

Γ1 = −2
{
α0m1 − Ωm2 +

α0(1 − α0 + β1)
β1(1 − α0)

km3

+
km4

1 − α0
+ 2[(1 − α0)V2Ω2 − k2]Ω∆2m5

}
(41)

Γ2 = −4[(1 − α0)V2Ω2 − k2]Ω∆Vm′5 (42)

ここに、m j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)および m′5 は、それぞ
れ、以下のように与えられる:

m1 = 6(2 − s1)Ω + 2(3 − s1)s2k,

m2 = V2Ω[s2
4(1 − α0)(n − 1)V2 + 2α0 s1 s4]

− 2k[α0 s1 s3 − (1 − α0)s3 s4V2],

m3 = m̂ + 3γpG0(s1 − 3γ − 1)k,

m̂ = (s2 − s3)Ω[β1(s1 + V2 s4) + β2 s1 + β3 s4V2]

− β1(s2
2 − s2

3)k,

m4 = −α0m̂ + 2α0 s1 s4k − 2(1 − α0)s2
3k

− 2α0 s1 s3Ω + 2(1 − α0)V2 s3 s4Ω,

m5 =
5
2
Ω − 3s2k +

3γ(3γ − 1)pG0

2∆2Ω
,

m′5 = ∆
2Ω2 − 3γpG0(3γ − 1) + s4 (43)

さて、非同次方程式 (38)の同次解 eiθ が、非同
次項 (右辺第 2項)に含まれていることに注意を要
する。これは、R2 の増幅を招き、摂動解の破綻に
至る [1]。したがって、eiθ の係数がゼロとならね
ばならず、次式の成立が要請される:

∂A
∂t1
+ vg
∂A
∂x1
+ η1A + iη2A = 0 (44)

Slow modeでは左辺第 3項と第 4項が現れなかっ
たこと、および、Fast modeのNLS-I式では左辺第
3項が現れなかったことを注意しておく。式 (44)
は包絡波 Aを未知変数とする、2つの補正項を含
む線形波動方程式である。
式 (44)を式 (38)の右辺に代入すると、

L[R2] = (Γ1 + iΓ2)A2e2iθ + c.c. (45)
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となり、解 R2 は次式で与えられる [23, 28]:

R2 = (c01 + ic02)A2e2iθ + c.c. (46)

c01 =
Γ1

D22
, c02 =

Γ2

D22
, D22 = D(2Ω, 2k) (47)

解 (46)を O(ϵ2)の方程式系に代入すると、2次の
摂動解が求まる:


α2

uG2

uL2

pL2

 =

c1 d1 e1 f1 g1 0
c2 d2 e2 f2 g2 0
c3 d3 e3 f3 g3 0
c4 d4 e4 f4 g4 hs





A2e2iθ + c.c.
iA2e2iθ + c.c.

i∂A/∂t1eiθ + c.c.
Aeiθ + c.c.
iAeiθ + c.c.
|A|2


(48)

ここに、実定数 c j、d j、e j、f j、g j ( j = 1, 2, 3, 4)と
hs の陽な形は付録で示す。なお、d j と g j を係数
とする項は NLS-I式では現れなかった。
3.3 遠方場 II——包絡波の散逸と分散を伴う非

線形伝播
O(ϵ3)から単一の非同次方程式を得る:

L[R3] = Λ1e3iθ + Λ2e2iθ + Λ3eiθ + c.c. (49)

ここに、Λ j ( j = 1, 2, 3) は複素振幅 A を含む複素
変数であり、Λ1 と Λ2 は次項で示す最終的な結果
に依存しないため、その陽な形は省略する。非同
次方程式 (49)の可解条件より、eiθ の係数 Λ3 がゼ
ロとならねばならず、次式が課される:

Λ3 = i
(
−∂D
∂Ω

) (
∂A
∂t2
+ vg
∂A
∂x2

)
+C1

∂2A
∂t2

1

+C2
∂2A
∂t1∂x1

+ (C3 + iC4)
∂A
∂t1
+ (C5 + iC6)

∂A
∂x1
+ (ν11 + iν12)|A|2A

+ 4µΩ[(1 − α0)V2Ω2 − k2](V∆Ω + i)A = 0 (50)

実定数係数 C j ( j = 1, 2, 3, 4, 5, 6)、および ν11 と
ν12 の陽な形は付録で示す。
3.4 近傍場と遠方場の接続
微分展開法 (15)(16) に立ち戻って、式 (44)(50)
を組み合わせると、xと tが回復し、近傍場から遠
方場 IIまでを接続できる:

i
(
∂A
∂t
+ vg
∂A
∂x

)
+

q
2
∂2A
∂x2 + ϵ (iη1 − η2) A

+ ϵ2
[
(ν11 + iν12)|A|2A + (ν21 + iν22)A

+
1
ϵ

(ν31 + iν32)
∂A
∂x

]
= 0 (51)

最終的な結果に次の NLS-II式 (52)が導かれた:

i
∂A
∂τ
+

q
2
∂2A
∂ξ2 + (ν11 + iν12)|A|2A

+ (ν22 + η1/ϵ)iA + ν31
∂A
∂ξ
= 0 (52)

τ = ϵ2
(
1 − ν21

W

)
t, ξ = ϵ

[
x −

(
vg +
η2

K
+ ϵν32

)
t
]

(53)

ここで、独立変数の tと xは τと ξに変数変換され
た。前報 [24]で導いた NLS-I式 (54)も付記する:

i
∂A
∂τ
+

q′

2
∂2A
∂ξ2 + ν

′
1|A|2A + iν′2A = 0 (54)

τ = ϵ2
(
1 −
ν′3
W

)
t, ξ = ϵ

[
x −

(
v′g +
η′

K
+ ϵν′4

)
t
]

(55)

ここで、式 (52)の解として、包絡波の複素振幅 A
を正弦波解に仮定した:

A = eiΘ, Θ = Kξ −W(K)τ (56)

ここに、K は包絡波 Aの無次元波数、W は Aの無
次元周波数、Θは位相関数である。諸係数は付録
Bで詳述するが、Fig. 3に各係数の波数依存性を
示す。散逸係数 ν21 + η1/ϵ と ν31、分散係数 q/2は
いずれも正値と負値をとる。NLS-I式 (54)におい
ては実定数であった非線形係数が NLS-II 式 (52)
においては複素定数になった。NLS-II 式 (52) に
おいては散逸係数の中に ϵ が含まれた。
両式 (54)(52)のいずれにおいても、左辺第 2項
は分散性、第 3項は 3次の非線形性、第 4項は散
逸性をそれぞれ表す。NLS-II 式 (52) において新
たに現れた左辺第 5項は散逸性を意味する。した
がって、遠方では、NLS-I式と NLS-II式のいずれ
の場合も分散性、非線形性、散逸性の 3つの性質
が発現そして競合しながら、包絡波が伝播するが、
NLS-II式の場合は新たな形の散逸項の発現という
数理的特徴を有する。ここで、ν12 = ν31 = 0のと
き、NLS-II式の形はNLS-I式と数学的に等価にな
るため、NLS-II式 (52)が NLS-I式 (54)を内包す
るようにみえるが、両式は、係数が異なり、対象
とする周波数帯も異なるため、物理的意味が全く
異なる点に注意を要する。
3.5 波形の数値解

Fig. 4の (a)と (b)にそれぞれNLS-I式とNLS-II
式の数値解の一例を示す。解法として擬スペクト
ル法を用い、時間積分には 4次の Runge–Kutta法
を用いた。初期条件として 1 ソリトン解を与え、
周期境界条件を課した。両方程式の差異を明確に
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Fig. 3 Coefficients ν11, ν12, ν22 + η1/ϵ, ν31, and q/2 against the wavenumber k for the case
of ϵ = 0.0225, R∗0 = 10 µm, p∗L0 = 101325 Pa, ρ∗L0 = 103 kg/m3, σ∗ = 0.0728 N/m,
c∗L0 = 1500 m/s, µ∗ = 10−3 Pa · s, γ = 1, and β1 = β2 = 1/2. Long waves around k = 0
are outside the applicability of this analysis based on the parameter scaling (12).
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Fig. 4 An example of real amplitude |A| as numerical solutions: NLS-I in Eq. (54) for q′/2 =
−1.2, ν′1 = −1.0, ν′2 = 0.01; NLS-II in Eq. (52) for q/2 = −1.2, ν11 = −1.0, ν12 =

−0.05, ν22 + η1/ϵ = −0.01, ν31 = 0.01.
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となり、解 R2 は次式で与えられる [23, 28]:

R2 = (c01 + ic02)A2e2iθ + c.c. (46)

c01 =
Γ1

D22
, c02 =

Γ2

D22
, D22 = D(2Ω, 2k) (47)

解 (46)を O(ϵ2)の方程式系に代入すると、2次の
摂動解が求まる:


α2

uG2

uL2

pL2

 =

c1 d1 e1 f1 g1 0
c2 d2 e2 f2 g2 0
c3 d3 e3 f3 g3 0
c4 d4 e4 f4 g4 hs





A2e2iθ + c.c.
iA2e2iθ + c.c.

i∂A/∂t1eiθ + c.c.
Aeiθ + c.c.
iAeiθ + c.c.
|A|2


(48)

ここに、実定数 c j、d j、e j、f j、g j ( j = 1, 2, 3, 4)と
hs の陽な形は付録で示す。なお、d j と g j を係数
とする項は NLS-I式では現れなかった。
3.3 遠方場 II——包絡波の散逸と分散を伴う非

線形伝播
O(ϵ3)から単一の非同次方程式を得る:

L[R3] = Λ1e3iθ + Λ2e2iθ + Λ3eiθ + c.c. (49)

ここに、Λ j ( j = 1, 2, 3) は複素振幅 A を含む複素
変数であり、Λ1 と Λ2 は次項で示す最終的な結果
に依存しないため、その陽な形は省略する。非同
次方程式 (49)の可解条件より、eiθ の係数 Λ3 がゼ
ロとならねばならず、次式が課される:

Λ3 = i
(
−∂D
∂Ω

) (
∂A
∂t2
+ vg
∂A
∂x2

)
+C1

∂2A
∂t2

1

+C2
∂2A
∂t1∂x1

+ (C3 + iC4)
∂A
∂t1
+ (C5 + iC6)

∂A
∂x1
+ (ν11 + iν12)|A|2A

+ 4µΩ[(1 − α0)V2Ω2 − k2](V∆Ω + i)A = 0 (50)

実定数係数 C j ( j = 1, 2, 3, 4, 5, 6)、および ν11 と
ν12 の陽な形は付録で示す。
3.4 近傍場と遠方場の接続
微分展開法 (15)(16) に立ち戻って、式 (44)(50)
を組み合わせると、xと tが回復し、近傍場から遠
方場 IIまでを接続できる:

i
(
∂A
∂t
+ vg
∂A
∂x

)
+

q
2
∂2A
∂x2 + ϵ (iη1 − η2) A

+ ϵ2
[
(ν11 + iν12)|A|2A + (ν21 + iν22)A

+
1
ϵ

(ν31 + iν32)
∂A
∂x

]
= 0 (51)

最終的な結果に次の NLS-II式 (52)が導かれた:

i
∂A
∂τ
+

q
2
∂2A
∂ξ2 + (ν11 + iν12)|A|2A

+ (ν22 + η1/ϵ)iA + ν31
∂A
∂ξ
= 0 (52)

τ = ϵ2
(
1 − ν21

W

)
t, ξ = ϵ

[
x −

(
vg +
η2

K
+ ϵν32

)
t
]

(53)

ここで、独立変数の tと xは τと ξに変数変換され
た。前報 [24]で導いた NLS-I式 (54)も付記する:

i
∂A
∂τ
+

q′

2
∂2A
∂ξ2 + ν

′
1|A|2A + iν′2A = 0 (54)

τ = ϵ2
(
1 −
ν′3
W

)
t, ξ = ϵ

[
x −

(
v′g +
η′

K
+ ϵν′4

)
t
]

(55)

ここで、式 (52)の解として、包絡波の複素振幅 A
を正弦波解に仮定した:

A = eiΘ, Θ = Kξ −W(K)τ (56)

ここに、K は包絡波 Aの無次元波数、W は Aの無
次元周波数、Θは位相関数である。諸係数は付録
Bで詳述するが、Fig. 3に各係数の波数依存性を
示す。散逸係数 ν21 + η1/ϵ と ν31、分散係数 q/2は
いずれも正値と負値をとる。NLS-I式 (54)におい
ては実定数であった非線形係数が NLS-II 式 (52)
においては複素定数になった。NLS-II 式 (52) に
おいては散逸係数の中に ϵ が含まれた。
両式 (54)(52)のいずれにおいても、左辺第 2項
は分散性、第 3項は 3次の非線形性、第 4項は散
逸性をそれぞれ表す。NLS-II 式 (52) において新
たに現れた左辺第 5項は散逸性を意味する。した
がって、遠方では、NLS-I式と NLS-II式のいずれ
の場合も分散性、非線形性、散逸性の 3つの性質
が発現そして競合しながら、包絡波が伝播するが、
NLS-II式の場合は新たな形の散逸項の発現という
数理的特徴を有する。ここで、ν12 = ν31 = 0のと
き、NLS-II式の形はNLS-I式と数学的に等価にな
るため、NLS-II式 (52)が NLS-I式 (54)を内包す
るようにみえるが、両式は、係数が異なり、対象
とする周波数帯も異なるため、物理的意味が全く
異なる点に注意を要する。
3.5 波形の数値解

Fig. 4の (a)と (b)にそれぞれNLS-I式とNLS-II
式の数値解の一例を示す。解法として擬スペクト
ル法を用い、時間積分には 4次の Runge–Kutta法
を用いた。初期条件として 1 ソリトン解を与え、
周期境界条件を課した。両方程式の差異を明確に
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Fig. 3 Coefficients ν11, ν12, ν22 + η1/ϵ, ν31, and q/2 against the wavenumber k for the case
of ϵ = 0.0225, R∗0 = 10 µm, p∗L0 = 101325 Pa, ρ∗L0 = 103 kg/m3, σ∗ = 0.0728 N/m,
c∗L0 = 1500 m/s, µ∗ = 10−3 Pa · s, γ = 1, and β1 = β2 = 1/2. Long waves around k = 0
are outside the applicability of this analysis based on the parameter scaling (12).
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表現可能な諸係数を選ぶべく、本稿では、実際の
値ではなく、あえて仮想的な値を用いた。(a) で
はソリトンの山のピークが単調減少していく一方
で、(b)ではいったん減少したのちに再び増加して
いくことがわかる。続報において、波形の物理的
意味の詳細や数値解法が波形に及ぼす影響などを
述べる予定である。

4. 結 言
多数の球形気泡を一様に含む圧縮性静止水中を
伝わる 1次元圧力波のうち、水の圧縮性に起因し
て発現する位相速度が水中音速を超えるモードに
着目し、2種類の周波数帯における弱非線形伝播
を理論的に調べた。
その結果、多重尺度法をパラメータスケーリン
グ法と組み合わせて、2種類の遠方場を記述する独
立な 2本の方程式として NLS-I式 (54)と NLS-II
式 (52) の統一的導出に成功した。NLS-I 式 (54)
と NLS-II式 (52)を比較すると、係数の関数形の
みならず、NLS-I式 (54)には含まれない項が複数
NLS-II式 (52)に含まれるという差異が判明した。
導出の前提としての Fast modeを記述する 2つ
の領域に適切なパラメータスケーリングを見出し
たことで、前報 [24]が着目していた領域を相対的
に確定させることに成功した。以上より、実験的
研究が停滞していた Fast modeに対して、包括的
な立場から理論予測を立てることができた。今後
の展望として、多分散の系への拡張、波形の詳細
な数値解析、強非線形波動の解明、理論予測の実
験的実証などを通して、Fast mode の物理の全貌
を明らかにすることが可能であろう。
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A : complex amplitude of bubble radius
cL0 : speed of sound
F : interfacial momentum transport
k : wavenumber of carrier wave
K : wavenumber of envelope wave
L : typical wavelength
n : material constant
p : pressure

P : surface averaged liquid pressure
q : derivative of vg with respect to k
R : bubble radius
t : time
T : typical period
u : fluid velocity
U : typical group velocity
vg : group velocity
vp : phase velocity
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W : frequency of envelope wave
x : space coordinate

Greek letters
α : void fraction
β : virtual mass coefficient
γ : polytropic exponent
∆ : nondimensional constant of O(1) for length
ϵ : nondimensional wave amplitude
η : real constant
θ : phase function of carrier wave
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µ : liquid viscosity
ν : coefficient
ξ : space coordinate of envelope wave
ρ : density
σ : surface tension
τ : time of envelope wave
ω : angular frequency of carrier wave
ωB : natural angular frequency of single bubble

oscillations
Ω : nondimensional constant of O(1) for time
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付録 A 非線形項

A.1 遠方場 Iの計算

A.1.1 NLS-I
基礎方程式系 (1)–(7)に対応する ϵ2 に対する非
同次方程式は、以下の方程式系である:
∂α2

∂t0
− 3
∂R2

∂t0
+
∂uG2

∂x0
= M′1 (57)

α0
∂α2

∂t0
− (1 − α0)

∂uL2

∂x0
= M′2 (58)

− 3γ
pG0

V2

∂R2

∂x0
+ β1
∂uG2

∂t0
− β1
∂uL2

∂t0
= M′3 (59)

(1 − α0 + β1α0)
∂uL2

∂t0
− β1α0

∂uG2

∂t0

+ (1 − α0)
pL0

V2

∂pL2

∂x0
= M′4 (60)

pL0

V2∆2 pL2 +
∂2R2

∂t2
0

= M′5 (61)

左辺は未知変数の添え字が 1から 2に変わっただ
けであり、右辺は近傍場で求めた 1次の摂動から
構成される。非同次項 M′j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)は、そ
れぞれ、以下のように与えられる:

M′1 = −
∂uG1

∂x1
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∂

∂t1
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A.1.2 NLS-II
基礎方程式系 (1)–(7)に対応する ϵ2 に対する非
同次方程式は、以下の方程式系である:

∂α2
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ここで、非同次項 M j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)は,それぞれ
次の式で表される。なお、本稿では NLS-Iにおけ
る pL0と pG0と、NLS-IIにおける pL0と pG0をそ
れぞれ同一視しているが、物理的にはそれぞれ違
う意味を持つことに注意を要する。

M1 = M′1 (72)

M2 = −M′2 − (1 − α0)V2
(
∂pL1

∂t1
+
∂pL1uL1

∂x0

)
+ α0V2 ∂α1 pL1

∂t0
+ (1 − α0)(n − 1)V2 pL1

∂pL1

∂t0
(73)

M3 = M′3+3γpG0

(
1− 1

V2

) {
∂R1

∂x1
+
[
α1−(3γ+1)R1

] ∂R1

∂x0

}
− β1V2 pL1

∂

∂t0
(uG1 − uL1) − β3(uG1 − uL1)V2 ∂pL1

∂t0
(74)

M4 = −(1−α0)V2 ∂(pL1uL1)
∂t0

+β1α0V2 pL1
∂

∂t0
(uG1−uL1)

+

( pL0

V2 − 1
) [

(1 − α0)
∂pL1

∂x1
− α0
∂α1 pL1

∂x0

]
+ β3α0(uG1 − uL1)V2 ∂pL1

∂t0
+ M′4 (75)

M5

∆2 = M′5 −
3γ(3γ − 1)

2V2∆2 pG0R2
1 +

(3γ − 1)3γpG0

2∆2 R2
1

+
V
∆

[
(3γ − 1)3γpG0R1

∂R1

∂t0
− ∆

2

Ω2

∂R1

∂t0

]
+ V∆

∂R1

∂t0

∂2R1

∂t2
0

− V
∆

pL1
∂R1

∂t0
(76)

A.2 遠方場 IIの計算

A.2.1 NLS-I
3次の式を 2次の場合と同様に右辺の形を整え
ると、非同次項 N′j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)を得る:

N′1 = −
∂uG1

∂x2
+
∂

∂t2
(3R1 − α1) +

∂

∂t1
[3R1(α1 − 2R1)

+ 3R2 − α2] +
∂

∂x1
[uG1(3R1 − α1) − uG2]

+
∂

∂x0
[3(uG2R1 + uG1R2) − (α1uG2 + α2uG1)]

+
∂

∂t0

[
3(α1R2+α2R1)−12R1R2−6α1R2

1+10R3
1

]
+ 3
∂uG1R1(α1 − 2R1)

∂x0
(77)

N′2 = (1 − α0)
(
∂uL1

∂x2
+
∂uL2

∂x1

)
− α0

(
∂α1

∂t2
+
∂α2

∂t1

)
−α0
∂α1uL1

∂x1
−α0

∂

∂x0
(α2uL1+α1uL2)+(1−α0)

∂ρL1

∂t0
(78)

N′3 = 3γ
pG0

V2

∂R1

∂x2
− β1

∂

∂t2
(uG1 − uL1) − β1

(
uG1
∂uG1

∂x1

−uL1
∂uL1

∂x1

)
+ 3γ

pG0

V2

∂R2

∂x1
− β1α1

∂

∂t1
(uG1 − uL1)

−β2(uG1−uL1)
∂α1

∂t1
+3γ

pG0

V2

[
α1
∂R1

∂x1

−(3γ+1)R1
∂R1

∂x1
+ α1
∂R2

∂x0
+α2
∂R1

∂x0

−(3γ+1)
(
∂R1R2

∂x0
+α1R1

∂R1

∂x0
−3γ+2

6
∂R3

1

∂x0

)]

−β1
∂

∂t1
(uG2−uL2)−β2(uG1−uL1)

(
uG1
∂α1

∂x0
+
∂α2

∂t0

)
− β1

[
α1
∂

∂t0
(uG2 − uL2) +α2

∂

∂t0
(uG1 − uL1)

]
− β2(uG2 − uL2)

∂α1

∂t0
− β1

[
∂

∂x0
(uG1uG2 − uL1uL2)

+α1

(
uG1
∂uG1

∂x0
−uL1

∂uL1

∂x0

)]
(79)

N′4 = −(1−α0)
(

pL0

V2

∂pL1

∂x2
+
∂uL1

∂t2

)
+β1α0

(
uG1
∂uG1

∂x1

−uL1
∂uL1

∂x1

)
+ β1α0

(
∂

∂t2
+ α1

∂

∂t1

)
(uG1 − uL1)

+β2α0(uG1−uL1)
∂α1

∂t1
+α0α1

pL0

V2

∂pL1

∂x1

−(1−α0)
(
∂u2

L1

∂x1
+

pL0

V2

∂pL2

∂x1
+
∂uL2

∂t1

)
+α0
∂α1uL1

∂t1

+ β1α0

[
α1
∂

∂t0
(uG2 − uL2) + α2

∂

∂t0
(uG1 − uL1)

]
+ α0 pL1

pL0

V2

∂α1

∂x1
+ β1α0

[
∂

∂x0
(uG1uG2 − uL1uL2)

+α1

(
uG1
∂uG1

∂x0
− uL1

∂uL1

∂x0

)]
+β1α0

∂

∂t1
(uG2−uL2)

+β2α0

[
(uG1−uL1)

(
uG1
∂α1

∂x0
+
∂α2

∂t0

)
+(uG2−uL2)

∂α1

∂t0

]
+α0
∂α1u2

L1

∂x0
+α0 pL1

pL0

V2

∂α2

∂x0

− 2(1 − α0)
∂uL1uL2

∂x0
+ α0

(
α1

pL0

V2

∂pL2

∂x0

+α2
pL0

V2

∂pL1

∂x0

)
+α0

(
pL2

pL0

V2 −
3γ(3γ−1)

2
pG0

V2 R2
1

+
1

pL0

V2∆2

Ω2 R1

)
∂α1

∂x0
+α0

∂

∂t0
(α1uL2+α2uL1) (80)

N′5 = −2
∂2R1

∂t0∂t2
− ∂

2R1

∂t2
1

− 2
∂2R2

∂t0∂t1

− 2R1
∂2R1

∂t0∂t1
− 2uG1

(
∂2R1

∂t1∂x0
+
∂2R1

∂t0∂x1

)
− 3
∂R1

∂t0

∂R1

∂t1
− ∂uG1

∂t0

∂R1

∂x1
− ∂uG1

∂t1

∂R1

∂x0

−R1
∂2R2

∂t2
0

−R2
∂2R1

∂t2
0

−2uG1

(
R1
∂2R1

∂t0∂x0
+
∂2R2

∂t0∂x0

)
−3
∂R1

∂t0

∂R2

∂t0
− ∂uG1

∂t0

∂R2

∂x0
−2uG2

∂2R1

∂t0∂x0
−u2

G1
∂2R1

∂x2
0

− ∂R1

∂x0

(
uG1
∂uG1

∂x0
+
∂uG2

∂t0
+ R1
∂uG1

∂t0
+ 3uG1

∂R1

∂t0

)
+ V∆

∂R1

∂t0

∂2R1

∂t2
0

+
pG0

V2∆

3γ(3γ − 1)
2

∂R2
1

∂t0
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付録 A 非線形項

A.1 遠方場 Iの計算

A.1.1 NLS-I
基礎方程式系 (1)–(7)に対応する ϵ2 に対する非
同次方程式は、以下の方程式系である:
∂α2

∂t0
− 3
∂R2

∂t0
+
∂uG2

∂x0
= M′1 (57)

α0
∂α2

∂t0
− (1 − α0)

∂uL2

∂x0
= M′2 (58)

− 3γ
pG0

V2

∂R2

∂x0
+ β1
∂uG2

∂t0
− β1
∂uL2

∂t0
= M′3 (59)

(1 − α0 + β1α0)
∂uL2

∂t0
− β1α0

∂uG2

∂t0

+ (1 − α0)
pL0

V2

∂pL2

∂x0
= M′4 (60)

pL0

V2∆2 pL2 +
∂2R2

∂t2
0

= M′5 (61)

左辺は未知変数の添え字が 1から 2に変わっただ
けであり、右辺は近傍場で求めた 1次の摂動から
構成される。非同次項 M′j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)は、そ
れぞれ、以下のように与えられる:

M′1 = −
∂uG1

∂x1
+
∂

∂t1
(3R1 − α1) + 3

∂R1(α1 − 2R1)
∂t0

+
∂

∂x0
[uG1(3R1 − α1)] (62)

M′2 = (1 − α0)
∂uL1

∂x1
− α0
∂α1

∂t1
− α0
∂α1uL1

∂x0
(63)

M′3 = 3γ
pG0

V2

∂R1

∂x1
− β1

∂

∂t1
(uG1 − uL1)

− β1

(
uG1
∂uG1

∂x0
− uL1

∂uL1

∂x0

)
− β1α1

∂

∂t0
(uG1 − uL1) − β2(uG1 − uL1)

∂α1

∂t0

+ 3γ
pG0

V2

[
α1
∂R1

∂x0
− (3γ + 1)R1

∂R1

∂x0

]
(64)

M′4 = −(1−α0)
(

pL0

V2

∂pL1

∂x1
+
∂uL1

∂t1

)
+β1α0

∂

∂t1
(uG1−uL1)

+ α0
∂α1uL1

∂t0
+ β1α0

(
uG1
∂uG1

∂x0
− uL1

∂uL1

∂x0

)
+ β1α0α1

∂

∂t0
(uG1 − uL1) + β2α0(uG1 − uL1)

∂α1

∂t0

+α0α1
pL0

V2

∂pL1

∂x0
−(1−α0)

∂u2
L1

∂x0
+α0 pL1

pL0

V2

∂α1

∂x0
(65)

M′5 = −2
∂2R1

∂t0∂t1
−R1
∂2R1

∂t2
0

−2uG1
∂2R1

∂t0∂x0
−∂uG1

∂t0

∂R1

∂x0

− 3
2

(
∂R1

∂t0

)2

+
3γ(3γ − 1)

2V2∆2 pG0R2
1 −

R1

Ω2 (66)

A.1.2 NLS-II
基礎方程式系 (1)–(7)に対応する ϵ2 に対する非
同次方程式は、以下の方程式系である:

∂α2

∂t0
− 3
∂R2

∂t0
+
∂uG2

∂x0
= M1 (67)

(1 − α0)V2 ∂pL2

∂t0
− α0
∂α2

∂t0
+ (1 − α0)

∂uL2

∂x0
= M2

(68)

β1
∂uG2

∂t0
− β1
∂uL2

∂t0
− 3γpG0

∂R2

∂x0
= M3 (69)

(1 − α0 + β1α0)
∂uL2

∂t0
− β1α0

∂uG2

∂t0

+ (1 − α0)
∂pL2

∂x0
= M4 (70)

∂2R2

∂t2
0

+
pL2

∆2 =
M5

∆2 (71)

ここで、非同次項 M j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)は,それぞれ
次の式で表される。なお、本稿では NLS-Iにおけ
る pL0と pG0と、NLS-IIにおける pL0と pG0をそ
れぞれ同一視しているが、物理的にはそれぞれ違
う意味を持つことに注意を要する。

M1 = M′1 (72)

M2 = −M′2 − (1 − α0)V2
(
∂pL1

∂t1
+
∂pL1uL1

∂x0

)
+ α0V2 ∂α1 pL1

∂t0
+ (1 − α0)(n − 1)V2 pL1

∂pL1

∂t0
(73)

M3 = M′3+3γpG0

(
1− 1

V2

) {
∂R1

∂x1
+
[
α1−(3γ+1)R1

] ∂R1

∂x0

}
− β1V2 pL1

∂

∂t0
(uG1 − uL1) − β3(uG1 − uL1)V2 ∂pL1

∂t0
(74)

M4 = −(1−α0)V2 ∂(pL1uL1)
∂t0

+β1α0V2 pL1
∂

∂t0
(uG1−uL1)

+

( pL0

V2 − 1
) [

(1 − α0)
∂pL1

∂x1
− α0
∂α1 pL1

∂x0

]
+ β3α0(uG1 − uL1)V2 ∂pL1

∂t0
+ M′4 (75)

M5

∆2 = M′5 −
3γ(3γ − 1)

2V2∆2 pG0R2
1 +

(3γ − 1)3γpG0

2∆2 R2
1

+
V
∆

[
(3γ − 1)3γpG0R1

∂R1

∂t0
− ∆

2

Ω2

∂R1

∂t0

]
+ V∆

∂R1

∂t0

∂2R1

∂t2
0

− V
∆

pL1
∂R1

∂t0
(76)

A.2 遠方場 IIの計算

A.2.1 NLS-I
3次の式を 2次の場合と同様に右辺の形を整え
ると、非同次項 N′j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)を得る:

N′1 = −
∂uG1

∂x2
+
∂

∂t2
(3R1 − α1) +

∂

∂t1
[3R1(α1 − 2R1)

+ 3R2 − α2] +
∂

∂x1
[uG1(3R1 − α1) − uG2]

+
∂

∂x0
[3(uG2R1 + uG1R2) − (α1uG2 + α2uG1)]

+
∂

∂t0

[
3(α1R2+α2R1)−12R1R2−6α1R2

1+10R3
1

]
+ 3
∂uG1R1(α1 − 2R1)

∂x0
(77)

N′2 = (1 − α0)
(
∂uL1

∂x2
+
∂uL2

∂x1

)
− α0

(
∂α1

∂t2
+
∂α2

∂t1

)
−α0
∂α1uL1

∂x1
−α0

∂

∂x0
(α2uL1+α1uL2)+(1−α0)

∂ρL1

∂t0
(78)

N′3 = 3γ
pG0

V2

∂R1

∂x2
− β1

∂

∂t2
(uG1 − uL1) − β1

(
uG1
∂uG1

∂x1

−uL1
∂uL1

∂x1

)
+ 3γ

pG0

V2

∂R2

∂x1
− β1α1

∂

∂t1
(uG1 − uL1)

−β2(uG1−uL1)
∂α1

∂t1
+3γ

pG0

V2

[
α1
∂R1

∂x1

−(3γ+1)R1
∂R1

∂x1
+ α1
∂R2

∂x0
+α2
∂R1

∂x0

−(3γ+1)
(
∂R1R2

∂x0
+α1R1

∂R1

∂x0
−3γ+2

6
∂R3

1

∂x0

)]

−β1
∂

∂t1
(uG2−uL2)−β2(uG1−uL1)

(
uG1
∂α1

∂x0
+
∂α2

∂t0

)
− β1

[
α1
∂

∂t0
(uG2 − uL2) +α2

∂

∂t0
(uG1 − uL1)

]
− β2(uG2 − uL2)

∂α1

∂t0
− β1

[
∂

∂x0
(uG1uG2 − uL1uL2)

+α1

(
uG1
∂uG1

∂x0
−uL1

∂uL1

∂x0

)]
(79)

N′4 = −(1−α0)
(

pL0

V2

∂pL1

∂x2
+
∂uL1

∂t2

)
+β1α0

(
uG1
∂uG1

∂x1

−uL1
∂uL1

∂x1

)
+ β1α0

(
∂

∂t2
+ α1

∂

∂t1

)
(uG1 − uL1)

+β2α0(uG1−uL1)
∂α1

∂t1
+α0α1

pL0

V2

∂pL1

∂x1

−(1−α0)
(
∂u2

L1

∂x1
+

pL0

V2

∂pL2

∂x1
+
∂uL2

∂t1

)
+α0
∂α1uL1

∂t1

+ β1α0

[
α1
∂

∂t0
(uG2 − uL2) + α2

∂

∂t0
(uG1 − uL1)

]
+ α0 pL1

pL0

V2

∂α1

∂x1
+ β1α0

[
∂

∂x0
(uG1uG2 − uL1uL2)

+α1

(
uG1
∂uG1

∂x0
− uL1

∂uL1

∂x0

)]
+β1α0

∂

∂t1
(uG2−uL2)

+β2α0

[
(uG1−uL1)

(
uG1
∂α1

∂x0
+
∂α2

∂t0

)
+(uG2−uL2)

∂α1

∂t0

]
+α0
∂α1u2

L1

∂x0
+α0 pL1

pL0

V2

∂α2

∂x0

− 2(1 − α0)
∂uL1uL2

∂x0
+ α0

(
α1

pL0

V2

∂pL2

∂x0

+α2
pL0

V2

∂pL1

∂x0

)
+α0

(
pL2

pL0

V2 −
3γ(3γ−1)

2
pG0

V2 R2
1

+
1

pL0

V2∆2

Ω2 R1

)
∂α1

∂x0
+α0

∂

∂t0
(α1uL2+α2uL1) (80)

N′5 = −2
∂2R1

∂t0∂t2
− ∂

2R1

∂t2
1

− 2
∂2R2

∂t0∂t1

− 2R1
∂2R1

∂t0∂t1
− 2uG1

(
∂2R1

∂t1∂x0
+
∂2R1

∂t0∂x1

)
− 3
∂R1

∂t0

∂R1

∂t1
− ∂uG1

∂t0

∂R1

∂x1
− ∂uG1

∂t1

∂R1

∂x0

−R1
∂2R2

∂t2
0

−R2
∂2R1

∂t2
0

−2uG1

(
R1
∂2R1

∂t0∂x0
+
∂2R2

∂t0∂x0

)
−3
∂R1

∂t0

∂R2

∂t0
− ∂uG1

∂t0

∂R2

∂x0
−2uG2

∂2R1

∂t0∂x0
−u2

G1
∂2R1

∂x2
0

− ∂R1

∂x0

(
uG1
∂uG1

∂x0
+
∂uG2

∂t0
+ R1
∂uG1

∂t0
+ 3uG1

∂R1

∂t0

)
+ V∆

∂R1

∂t0

∂2R1

∂t2
0

+
pG0

V2∆

3γ(3γ − 1)
2

∂R2
1

∂t0
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+
3γ(3γ−1)
∆2

pG0

V2 R1R2−
γ(3γ−1)(3γ+4)

2∆2

pG0

V2 R3
1

− pL1

V∆
∂R1

∂t0
−
(

4µ
V∆2 +

V∆
Ω2

)
∂R1

∂t0
+

1
Ω2 (R2

1 − R2) (81)

A.2.2 NLS-II
3次の式を 2次の場合と同様に右辺の形を整え
ると、非同次項 N j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)を得る:

N1 = N′1 (82)

N2 = −N′2 + α0V2 ∂α1 pL1

∂t1
+ (1 − α0)pL0

∂pL1

∂t0

− (1 − α0)V2
(
∂pL1

∂t2
+
∂pL2

∂t1
+
∂pL1uL1

∂x1

)
+

V4(n − 1)(1 − α0)
2

(
∂p2

L1

∂t1
− V2 ∂p3

L1

∂t0
+ 2
∂pL1 pL2

∂t0

+
∂p2

L1uL1

∂x0

)
− V4(n − 1)α0

2
∂p2

L1α1

∂t0

+ α0V2 ∂

∂t0
(α1 pL2 + α2 pL1) + α0V2 ∂α1 pL1uL1

∂x0

− (1 − α0)V2 ∂

∂x0
(pL1uL2 + pL2uL1) (83)

N3 = N′3 + 3γpG0

(
1 − 1

V2

) [
∂R1

∂x2
+
∂R2

∂x1
+ α1
∂R1

∂x1

− (3γ + 1)R1
∂R1

∂x1
+ α1
∂R2

∂x0
+ α2
∂R1

∂x0

−(3γ + 1)
(
∂R1R2

∂x0
+ α1R1

∂R1

∂x0
− 3γ + 2

6
∂R3

1

∂x0

)]
− β1V2 pL1

∂(uG1 − uL1)
∂t1

− β3V2(uG1 − uL1)
∂pL1

∂t1

− β1V2
[
pL2
∂(uG1 − uL1)
∂t0

+ pL1
∂(uG2 − uL2)
∂t0

]
− β3V2

[
(uG2 − uL2)

∂pL1

∂t0
+ (uG1 − uL1)

∂pL2

∂t0

]
− β1V2

[(
α1 pL1 −

V2(n − 1)
2

p2
L1

)
∂(uG1 − uL1)
∂t0

+pL1

(
uG1
∂uG1

∂x0
−uL1

∂uL1

∂x0

)]
+ β2V2uL1 pL1

∂α1

∂t0

−β2V2uG1 pL1
∂α1

∂t0
−β3V2(uG1−uL1)

(
α1
∂pL1

∂t0

− V2(n−1)
2

∂p2
L1

∂t0
+uG1

∂pL1

∂x0

)
(84)

N4 = N′4 +
(
1 − pL0

V2

) [
−(1 − α0)

(
∂pL1

∂x2
+
∂pL2

∂x1

)
+α0
∂α1 pL1

∂x1
+ α0

∂

∂x0
(α1 pL2 + α2 pL1)

]

− α0

[
−3γ(3γ − 1)

2
pG0

V2 R2
1 +

1
pL0

V2∆2

Ω2 R1

]
∂α1

∂x0

− (1 − α0)V2 ∂pL1uL1

∂t1
+ β1α0V2 pL1

∂(uG1 − uL1)
∂t1

+ β3α0V2(uG1 − uL1)
∂pL1

∂t1
− (1 − α0)V2 ∂pL1u2

L1

∂x0

+
V4(n − 1)(1 − α0)

2
∂p2

L1uL1

∂t0
+ α0V2 ∂α1 pL1uL1

∂t0

− (1 − α0)V2 ∂

∂t0
(pL2uL1 + ∂pL1uL2)

+ α0

[
∆2

Ω2 R1 −
3γ(3γ − 1)pG0

2
R2

1

]
∂α1

∂x0

+ β1α0V2
[
pL2
∂(uG1 − uL1)
∂t0

+ pL1
∂(uG2 − uL2)
∂t0

]
+ β3α0V2

[
(uG2 − uL2)

∂pL1

∂t0
+ (uG1 − uL1)

∂pL2

∂t0

]
+ β1α0V2

[(
α1 pL1 −

V2(n − 1)
2

p2
L1

)
∂(uG1 − uL1)
∂t0

+pL1

(
uG1
∂uG1

∂x0
− uL1

∂uL1

∂x0

)]
+ β2α0V2(uG1

− uL1)pL1
∂α1

∂t0
+ β3α0(uG1 − uL1)

(
V2α1

∂pL1

∂t0

−V4(n − 1)
2

∂p2
L1

∂t0
+ V2uG1

∂pL1

∂x0

)
(85)

N5

∆2 = N′5 +
pL1

V∆
∂R1

∂t0
− pG0

V2∆

3γ(3γ − 1)
2

∂R2
1

∂t0

− 3γ(3γ − 1)
∆2

pG0

V2 R1R2 +
γ(3γ − 1)(3γ + 4)

2∆2

pG0

V2 R3
1

+

(
4µ

V∆2 +
V∆
Ω2

)
∂R1

∂t0
+ ∆V

[
∂2R1

∂t2
0

∂R2

∂t0
+
∂2R1

∂t2
0

∂R1

∂t1

+uG1
∂2R1

∂t2
0

∂R1

∂x0
+R1
∂R1

∂t0

∂2R1

∂t2
0

+
∂R1

∂t0

∂2R2

∂t2
0

+
1
2

(
∂R1

∂t0

)3

+ 2
∂R1

∂t0

∂2R1

∂t0∂t1
+
∂R1

∂t0

∂uG1

∂t0

∂R1

∂x0

+ 2uG1
∂R1

∂t0

∂2R1

∂t0∂x0

]
− γ(3γ − 1)(3γ + 4)pG0

2∆2 R3
1

+
(3γ − 1)3γpG0

∆2 R1R2+
V
∆

{
−pL2

∂R1

∂t0
−pL1

(
∂R2

∂t0

+
∂R1

∂t1
+ uG1

∂R1

∂x0

)
+

(3γ − 1)3γpG0

2

[
R2

1
∂R1

∂t0

+ R1
∂R2

1

∂t0
+
∂R2

1

∂t1
+ uG1

∂R2
1

∂x0
− 3γ + 4

3
∂R3

1

∂t0

+2
∂R1R2

∂t0

]
− ∆

2

Ω2

(
2R1
∂R1

∂t0
+
∂R1

∂t1

+uG1
∂R1

∂x0
+
∂R2

∂t0

)}
− V∆

∂R1

∂t0

∂2R1

∂t2
0

+
4µ
∆

(
1
∆

∂R1

∂t0
+ V
∂2R1

∂t2
0

)
(86)

付録 B 諸係数

NLS-II式における諸係数の詳細な形を記す。
式 (48)の実定数 c j、d j、e j、f j、g j ( j = 1, 2, 3, 4)
と hs は、以下のように与えられる:

c4 = ∆
2Ω(4c01Ω + m5),

c3 =

[
c4 −

3γpG0α0c01

1 − α0

]
k
Ω
− α0m3 + m4

2Ω(1 − α0)
,

c1 =
(1 − α0)V2c4

α0
− (1 − α0)c3

vpα0
− m2

2α0Ω
,

c2 =
c1Ω

k
− 3c01Ω

k
+

m1

2k
,

d4 = 4c02∆
2Ω2+V∆m′5, d3 =

(
d4−

3γpG0α0c02

1 − α0

)
k
Ω
,

d1 =
1 − α0

α0

(
V2d4 −

d3

vp

)
, d2 =

d1Ω

k
− 3c02Ω

k
,

e4 = 2∆2Ω, e3 =
e4

vp
+

1
vgΩ

(
s4−s3vg−

3γpG0α0

1 − α0

)
,

e1 =
1 − α0

α0

(
e4V2−e3

vp
− s3

vgΩ

)
− s1α0−(1 − α0)V2 s4

α0Ω
,

e2 =
Ωe1

k
+

s1 − 3
k
− s2

vgk
,

f4 = −
∆2

Ω2 , f3 =
f4

vp
− η2

vgΩ

(
s4 −

3γpG0α0

1 − α0

)
,

f1 =
1 − α0

α0

(
V2 f4−

f3

vp
+

s3η2

vgΩ

)
, f2 =

f1Ω

k
+

s2η2

vgk
,

g4 =
V∆3

Ω
, g3 =

g4

vp
+
η1

vgΩ

(
s4 −

3γpG0α0

1 − α0

)
,

g1 =
1 − α0

α0

(
V2g4−

g3

vp
− s3η1

vgΩ

)
, g2 =

g1Ω

k
− s2η1

vgk
,

hs = −
1
2
∆2Ω2 − s2kΩ∆2 +

3γ(3γ − 1)pG0

2
(87)

さらに、式 (52)(53)に含まれる実定数係数は以
下のとおり与えられる:

q =
dvg
dk
=
θ1
θ2

Ω

k
(88)

θ1 = (1 − α0)V2∆2Ω2[α0(9 + 5∆2k2)

− 2(1 − α0)V2∆2Ω2] − 3∆2k2(3α0+∆
2k2) (89)

θ2 = ∆
2k2+3α0−2(1−α0)2V2∆2Ω2 (90)

ν22 =
1

−∂D/∂Ω {2η1η2C1 − η2C3 − η2C4

+ 4µΩ[(1 − α0)V2Ω2 − k2]} (91)

ν31 =
1

−∂D/∂Ω (2vgη1C1 − η1C2 − vgC3 +C5) (92)

ν32 =
1

−∂D/∂Ω (2vgη2C1 − η2C2 − vgC4 +C6) (93)

ν21 =
1

−∂D/∂Ω {(η
2
1 − η2

2)C1 − η1C3 + η2C4

+ 4µ∆VΩ2[(1 − α0)V2Ω2 − k2]} (94)

式 (91)–(94) および式 (50) に現れる C j ( j =
1, 2, 3, 4, 5, 6)は次の式で与えられる:

C1 = α0ke2 + (1 − α0)ke3 + (1 − α0)V2Ωe4

+ (1 − α0)V2Ω2∆2 − k2∆2 (95)

C2 = α0Ωe2 + (1 − α0)Ωe3 + ke4 (96)

C3 = (1 − α0)ΩV2g4 + k(1 − α0)g3 + kα0g2

+ (1 − α0)V2∆2 − k2∆2

Ω2 (97)

C4 = −(1 − α0)V2Ω f4 − (1 − α0)k f3 − kα0 f2 (98)

C5 = kg4 + (1 − α0)Ωg3 + α0Ωg2 (99)

C6 = −k f4 − (1 − α0)Ω f3 − α0Ω f2 (100)

非線形係数 ν11、ν12 は

ν11 =
1

∂D/∂Ω

{
α0Ωn11+Ωn12+

α0(1−α0+β1)k
β1(1 − α0)

n13

+
k

1 − α0
n14 + [(1 − α0)V2Ω2 − k2]n15

}
(101)

ν12 = −
1

∂D/∂Ω

{
(α0n21+n22)Ω+

α0(1−α0+β1)k
β1(1 − α0)

n23

+
k

1 − α0
n24 + [k2 − (1 − α0)V2Ω2]n25

}
(102)

であり、括弧内の諸量は以下のように与えられる:

n11 = −Ω[3c01(s1 − 4) + c1 − 6(3s1 + 5)]

+ k[(3 − s1)c2 − s2c1 + 3s2c01 + 9s2(s1 − 2)]
(103)

n12 = Ω

{
V4(n−1)s4

[
(1−α0)

(
3
2

V2 s2
4−c4−hs

)
+

3
2
α0 s1 s4

]
−α0V2[s4(c4 + hs) + s4c1]

}
+k

{
α0(s1c3+s3c1)−(1−α0)V2[s4c3+(c4+hs)s3]

+
3V4(n − 1)(1 − α0)s2

4 s3

2
+ 3α0V2 s1 s3 s4

}
(104)

n̂ = β1Ω
{
(s2−s3)(hsV2−c1−V2c4)

+2(s1+V2 s4)(c2−c3)
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+
3γ(3γ−1)
∆2

pG0

V2 R1R2−
γ(3γ−1)(3γ+4)

2∆2

pG0

V2 R3
1

− pL1

V∆
∂R1

∂t0
−
(

4µ
V∆2 +

V∆
Ω2

)
∂R1

∂t0
+

1
Ω2 (R2

1 − R2) (81)

A.2.2 NLS-II
3次の式を 2次の場合と同様に右辺の形を整え
ると、非同次項 N j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)を得る:

N1 = N′1 (82)

N2 = −N′2 + α0V2 ∂α1 pL1

∂t1
+ (1 − α0)pL0

∂pL1

∂t0

− (1 − α0)V2
(
∂pL1

∂t2
+
∂pL2

∂t1
+
∂pL1uL1

∂x1

)
+

V4(n − 1)(1 − α0)
2

(
∂p2

L1

∂t1
− V2 ∂p3

L1

∂t0
+ 2
∂pL1 pL2

∂t0

+
∂p2

L1uL1

∂x0

)
− V4(n − 1)α0

2
∂p2

L1α1

∂t0

+ α0V2 ∂

∂t0
(α1 pL2 + α2 pL1) + α0V2 ∂α1 pL1uL1

∂x0

− (1 − α0)V2 ∂

∂x0
(pL1uL2 + pL2uL1) (83)

N3 = N′3 + 3γpG0

(
1 − 1

V2

) [
∂R1

∂x2
+
∂R2

∂x1
+ α1
∂R1

∂x1

− (3γ + 1)R1
∂R1

∂x1
+ α1
∂R2

∂x0
+ α2
∂R1

∂x0

−(3γ + 1)
(
∂R1R2

∂x0
+ α1R1

∂R1

∂x0
− 3γ + 2

6
∂R3

1

∂x0

)]
− β1V2 pL1

∂(uG1 − uL1)
∂t1

− β3V2(uG1 − uL1)
∂pL1

∂t1

− β1V2
[
pL2
∂(uG1 − uL1)
∂t0

+ pL1
∂(uG2 − uL2)
∂t0

]
− β3V2

[
(uG2 − uL2)

∂pL1

∂t0
+ (uG1 − uL1)

∂pL2

∂t0

]
− β1V2

[(
α1 pL1 −

V2(n − 1)
2

p2
L1

)
∂(uG1 − uL1)
∂t0

+pL1

(
uG1
∂uG1

∂x0
−uL1

∂uL1

∂x0

)]
+ β2V2uL1 pL1

∂α1

∂t0

−β2V2uG1 pL1
∂α1

∂t0
−β3V2(uG1−uL1)

(
α1
∂pL1

∂t0

− V2(n−1)
2

∂p2
L1

∂t0
+uG1

∂pL1

∂x0

)
(84)

N4 = N′4 +
(
1 − pL0

V2

) [
−(1 − α0)

(
∂pL1

∂x2
+
∂pL2

∂x1

)
+α0
∂α1 pL1

∂x1
+ α0

∂

∂x0
(α1 pL2 + α2 pL1)

]

− α0

[
−3γ(3γ − 1)

2
pG0

V2 R2
1 +

1
pL0

V2∆2

Ω2 R1

]
∂α1

∂x0

− (1 − α0)V2 ∂pL1uL1

∂t1
+ β1α0V2 pL1

∂(uG1 − uL1)
∂t1

+ β3α0V2(uG1 − uL1)
∂pL1

∂t1
− (1 − α0)V2 ∂pL1u2

L1

∂x0

+
V4(n − 1)(1 − α0)

2
∂p2

L1uL1

∂t0
+ α0V2 ∂α1 pL1uL1

∂t0

− (1 − α0)V2 ∂

∂t0
(pL2uL1 + ∂pL1uL2)

+ α0

[
∆2

Ω2 R1 −
3γ(3γ − 1)pG0

2
R2

1

]
∂α1

∂x0

+ β1α0V2
[
pL2
∂(uG1 − uL1)
∂t0

+ pL1
∂(uG2 − uL2)
∂t0

]
+ β3α0V2

[
(uG2 − uL2)

∂pL1

∂t0
+ (uG1 − uL1)

∂pL2

∂t0

]
+ β1α0V2

[(
α1 pL1 −

V2(n − 1)
2

p2
L1

)
∂(uG1 − uL1)
∂t0

+pL1

(
uG1
∂uG1

∂x0
− uL1

∂uL1

∂x0

)]
+ β2α0V2(uG1

− uL1)pL1
∂α1

∂t0
+ β3α0(uG1 − uL1)

(
V2α1

∂pL1

∂t0

−V4(n − 1)
2

∂p2
L1

∂t0
+ V2uG1

∂pL1

∂x0

)
(85)

N5

∆2 = N′5 +
pL1

V∆
∂R1

∂t0
− pG0

V2∆

3γ(3γ − 1)
2

∂R2
1

∂t0

− 3γ(3γ − 1)
∆2

pG0

V2 R1R2 +
γ(3γ − 1)(3γ + 4)

2∆2

pG0

V2 R3
1

+

(
4µ

V∆2 +
V∆
Ω2

)
∂R1

∂t0
+ ∆V

[
∂2R1

∂t2
0

∂R2

∂t0
+
∂2R1

∂t2
0

∂R1

∂t1

+uG1
∂2R1

∂t2
0

∂R1

∂x0
+R1
∂R1

∂t0

∂2R1

∂t2
0

+
∂R1

∂t0

∂2R2

∂t2
0

+
1
2

(
∂R1

∂t0

)3

+ 2
∂R1

∂t0

∂2R1

∂t0∂t1
+
∂R1

∂t0

∂uG1

∂t0

∂R1

∂x0

+ 2uG1
∂R1

∂t0

∂2R1

∂t0∂x0

]
− γ(3γ − 1)(3γ + 4)pG0

2∆2 R3
1

+
(3γ − 1)3γpG0

∆2 R1R2+
V
∆

{
−pL2

∂R1

∂t0
−pL1

(
∂R2

∂t0

+
∂R1

∂t1
+ uG1

∂R1

∂x0

)
+

(3γ − 1)3γpG0

2

[
R2

1
∂R1

∂t0

+ R1
∂R2

1

∂t0
+
∂R2

1

∂t1
+ uG1

∂R2
1

∂x0
− 3γ + 4

3
∂R3

1

∂t0

+2
∂R1R2

∂t0

]
− ∆

2

Ω2

(
2R1
∂R1

∂t0
+
∂R1

∂t1

+uG1
∂R1

∂x0
+
∂R2

∂t0

)}
− V∆

∂R1

∂t0

∂2R1

∂t2
0

+
4µ
∆

(
1
∆

∂R1

∂t0
+ V
∂2R1

∂t2
0

)
(86)

付録 B 諸係数

NLS-II式における諸係数の詳細な形を記す。
式 (48)の実定数 c j、d j、e j、f j、g j ( j = 1, 2, 3, 4)
と hs は、以下のように与えられる:

c4 = ∆
2Ω(4c01Ω + m5),

c3 =

[
c4 −

3γpG0α0c01

1 − α0

]
k
Ω
− α0m3 + m4

2Ω(1 − α0)
,

c1 =
(1 − α0)V2c4

α0
− (1 − α0)c3

vpα0
− m2

2α0Ω
,

c2 =
c1Ω

k
− 3c01Ω

k
+

m1

2k
,

d4 = 4c02∆
2Ω2+V∆m′5, d3 =

(
d4−

3γpG0α0c02

1 − α0

)
k
Ω
,

d1 =
1 − α0

α0

(
V2d4 −

d3

vp

)
, d2 =

d1Ω

k
− 3c02Ω

k
,

e4 = 2∆2Ω, e3 =
e4

vp
+

1
vgΩ

(
s4−s3vg−

3γpG0α0

1 − α0

)
,

e1 =
1 − α0

α0

(
e4V2−e3

vp
− s3

vgΩ

)
− s1α0−(1 − α0)V2 s4

α0Ω
,

e2 =
Ωe1

k
+

s1 − 3
k
− s2

vgk
,

f4 = −
∆2

Ω2 , f3 =
f4

vp
− η2

vgΩ

(
s4 −

3γpG0α0

1 − α0

)
,

f1 =
1 − α0

α0

(
V2 f4−

f3

vp
+

s3η2

vgΩ

)
, f2 =

f1Ω

k
+

s2η2

vgk
,

g4 =
V∆3

Ω
, g3 =

g4

vp
+
η1

vgΩ

(
s4 −

3γpG0α0

1 − α0

)
,

g1 =
1 − α0

α0

(
V2g4−

g3

vp
− s3η1

vgΩ

)
, g2 =

g1Ω

k
− s2η1

vgk
,

hs = −
1
2
∆2Ω2 − s2kΩ∆2 +

3γ(3γ − 1)pG0

2
(87)

さらに、式 (52)(53)に含まれる実定数係数は以
下のとおり与えられる:

q =
dvg
dk
=
θ1
θ2

Ω

k
(88)

θ1 = (1 − α0)V2∆2Ω2[α0(9 + 5∆2k2)

− 2(1 − α0)V2∆2Ω2] − 3∆2k2(3α0+∆
2k2) (89)

θ2 = ∆
2k2+3α0−2(1−α0)2V2∆2Ω2 (90)

ν22 =
1

−∂D/∂Ω {2η1η2C1 − η2C3 − η2C4

+ 4µΩ[(1 − α0)V2Ω2 − k2]} (91)

ν31 =
1

−∂D/∂Ω (2vgη1C1 − η1C2 − vgC3 +C5) (92)

ν32 =
1

−∂D/∂Ω (2vgη2C1 − η2C2 − vgC4 +C6) (93)

ν21 =
1

−∂D/∂Ω {(η
2
1 − η2

2)C1 − η1C3 + η2C4

+ 4µ∆VΩ2[(1 − α0)V2Ω2 − k2]} (94)

式 (91)–(94) および式 (50) に現れる C j ( j =
1, 2, 3, 4, 5, 6)は次の式で与えられる:

C1 = α0ke2 + (1 − α0)ke3 + (1 − α0)V2Ωe4

+ (1 − α0)V2Ω2∆2 − k2∆2 (95)

C2 = α0Ωe2 + (1 − α0)Ωe3 + ke4 (96)

C3 = (1 − α0)ΩV2g4 + k(1 − α0)g3 + kα0g2

+ (1 − α0)V2∆2 − k2∆2

Ω2 (97)

C4 = −(1 − α0)V2Ω f4 − (1 − α0)k f3 − kα0 f2 (98)

C5 = kg4 + (1 − α0)Ωg3 + α0Ωg2 (99)

C6 = −k f4 − (1 − α0)Ω f3 − α0Ω f2 (100)

非線形係数 ν11、ν12 は

ν11 =
1

∂D/∂Ω

{
α0Ωn11+Ωn12+

α0(1−α0+β1)k
β1(1 − α0)

n13

+
k

1 − α0
n14 + [(1 − α0)V2Ω2 − k2]n15

}
(101)

ν12 = −
1

∂D/∂Ω

{
(α0n21+n22)Ω+

α0(1−α0+β1)k
β1(1 − α0)

n23

+
k

1 − α0
n24 + [k2 − (1 − α0)V2Ω2]n25

}
(102)

であり、括弧内の諸量は以下のように与えられる:

n11 = −Ω[3c01(s1 − 4) + c1 − 6(3s1 + 5)]

+ k[(3 − s1)c2 − s2c1 + 3s2c01 + 9s2(s1 − 2)]
(103)

n12 = Ω

{
V4(n−1)s4

[
(1−α0)

(
3
2

V2 s2
4−c4−hs

)
+

3
2
α0 s1 s4

]
−α0V2[s4(c4 + hs) + s4c1]

}
+k

{
α0(s1c3+s3c1)−(1−α0)V2[s4c3+(c4+hs)s3]

+
3V4(n − 1)(1 − α0)s2

4 s3

2
+ 3α0V2 s1 s3 s4

}
(104)

n̂ = β1Ω
{
(s2−s3)(hsV2−c1−V2c4)

+2(s1+V2 s4)(c2−c3)
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+(s2−s3)
[
V2 s1 s4−

V4(n−1)s2
4

2

]}
− β1k[s2c2 − s3c3 + s1 + V2 s4(s2

2 − s2
3)]

+ β2Ω[2s1(s2−s3)−s1(c2−c3)+V2 s1 s4(s2−s1)]

− β2ks1 s2(s2 − s3)

+ β3ΩV2{2c4(s2 − s3) − s4(c2 − c3)

+s4(s2−s3)[s1−s4V2(n−1)]}−β3kV2 s2 s4(s2−s3)
(105)

n13 = n̂ + 3γpG0k {2s1c01 − c1

+(3γ + 1)
[
s1 − c01 −

3γ + 2
2

]}
(106)

n14 = −α0n̂ + 3ks2
3[α0 s1 − (1 − α0)V2 s4]

− α0Ω(s1c3 + s3c1) − 2(1 − α0)ks3c3

+ α0k(s1c4 + s4c1 + s1hs) + (1 − α0)V2 s4c3Ω

− 3γ(3γ − 1)pG0α0k
2

−
3(n − 1)(1 − α0)s3 s2

4V4Ω

2
− 3α0 s1 s3 s4Ω + (1 − α0)s3(c4 + hs)V2Ω (107)

n15 =
[
s2k2(3 − s2) − c01Ω

2 − 2s2(1 + 3c01)Ωk
]
∆2

+
3γpG0(3γ − 1)

2
(2c01 + 2c02V∆Ω + 3γ + 4)

+
[
d4 + c02(3∆2Ω2 − 2s4)

]
V∆Ω (108)

n21 = Ω[3c02(s1−4)+d1]+k[s2d1−d2(3−s1)−3s2c01]
(109)

n22 = ΩV2[V2(n−1)(1−α0)s4d4+α0(s1d4+d1 s4)]

+ k[(1 − α0)V2(s4d3 + s3d4) − α0(s1d3 + s3d1)]
(110)

n̂′ = −β1Ω[2(s1 + V2 s4)(d2 − d3)

− (s2 − s3)(d1 + V2d4)] + β1k(s2d2 − s3d3)

+ β2Ω[s1(d2 − d3) − 2d1(s2 − s3)]

+ β3ΩV2[s4(d2 − d3) − 2d4(s2 − s3)] (111)

n23 = n̂′ − 3γpG0k[2s1c02 − d1 − (3γ + 1)c02] (112)

n24 = −α0n̂′ + Ω[s1d3 + s3d1 − (1 − α0)V2 s4d3]

+ k[2(1 − α0)s3d3 − α0(s1d4 + s4d1)]

− (1 − α0)s3d4V2Ω (113)

n25 = (6s2k − Ω)c02∆
2Ω − 3V∆3Ω3

2
+ V∆Ω(hs − c4)

+3γpG0(3γ−1)
(
c02−

V∆Ω
2

)
−V∆s4(s2k−2c01Ω)

+ (Ω + 3k − 3c01Ω − 3s2k)V∆3Ω2

+3γpG0(3γ−1)V∆
[

s2k
2
−(1+c01)Ω+

3γ+4
2
Ω

]
(114)
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 論  文  
 
 

水溶液中におけるマイクロバブルの基本的性質* 

Basic Properties of Microbubbles in Aqueous Solution 

氷 室 昭 三**   荒 木 美 帆*** 
HIMURO Shozo        ARAKI Miho 

 
Abstract  An approach to clarify the effect mechanism of microbubbles in various fields is 
shown. Fluorescence and absorption measurements were carried out on solutions of bovine serum 
albumin and hemoglobin. The fluorescence intensities of the proteins in a semipermeable 
membrane were observed in the absence and presence of air-, O2-, or N2-microbubbles. The 
microbubbles were not diffused through the semipermeable membrane from an outside to an 
inside solution. The air-microbubble system showed a significant decrease in the fluorescence 
intensity with respect to the bubbling time. This study raises the possibility that NO is produced 
from the reaction of nitrogen and oxygen gas in the air during crushing of microbubbles. 
 
Keywords: Microbubble, Bubble size, Fluorescence, Absorption, Nitric oxide 
  

 
 
1. 緒 言 

 これまでマイクロバブル技術をさまざまな分

野に展開してきた。農業分野においては、ナス、

トマト、サラダスナップ、キュウリ、ナシ、イチ

ゴなどをマイクロバブルのバブリング水で栽培

すると、根が大きく張り、いずれも収穫量を増加

させることができた[1]。とりわけキュウリにおい

ては収穫量を約 2 倍にまで増加させることに成

功し、マイクロバブルは植物の成長を促進する効

果があることを見出してきた[2]。 
 水産業の分野においては、クルマエビの生け簀

にマイクロバブルを供給したところと、クルマエ

ビの生存率が従来の 70%から 99.7%にまで上昇し、

ノリの養殖ではカキの貝殻への胞子の定着率が

60%から 85%まで上昇した[1]。  
 一方、微生物においては、マイクロバブル処理

水は大腸菌や黄色ブドウ球菌などの原核微生物

に対しては殺菌効果を示し、酵母のような真核微

生物に対しては増殖を促進する活性化作用を示

すことがわかってきた[3]。 
 しかしながら、マイクロバブルによるこれらの

作用メカニズムの解明には至っていない。そこで、

ここでは主にマイクロバブルのヒトへの作用を

もとにマイクロバブルの基本的性質を明らかに

する。 
 
2. 実験装置および実験方法 

2.1 マイクロバブル発生装置 

 使用したマイクロバブル発生装置は、独自に開

発した H 型マイクロバブル発生装置(H6 および

H20)[4]およびエジェクター方式を採用した中島

物産㈱の MB135 型マイクロバブル発生装置

（MB135）を用いた。 
 マイクロバブルの粒子径分布測定には、㈱島津

製 作 所 製 ナ ノ 粒 子 径 分 布 測 定 装 置

SALD-7500nano、およびメイワフォーシス㈱のナ
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