
 

 

ラグランジュの運動方程式の教材化

瀧口 三千弘 ，藤原 滋泰* ，藤野 俊和 ，阿部 雅二朗

Creating Teaching Materials for Lagrange’s Equation of Motion 

Michihiro TAKIGUCHI, Shigeyasu FUJIWARA, Toshikazu FUJINO and Masajiro ABE 

In learning about mechanical motion and vibration problems, the first important thing for learners is to generate an 
equation of motion. In general, Newton's second law is used to find the equation of motion, but Lagrange's equation of 
motion is used for multi-degree-of-freedom problems and complex dynamical systems. The latter equation is a convenient 
formula that can derive the equation of motion mechanically after obtaining all energies of the system. However, 
Lagrange's equation of motion is difficult to understand for many learners. The reason seems to be that general textbooks 
focus on the derivation of Lagrange's equation of motion and there are few explanations as tools. 

In consideration of the above circumstances, this study reports the creation of teaching materials for using Lagrange's 
equation of motion as a tool. Specific examples from relatively easy problems to slightly more complicated problems are 
also introduced. 
 

： ’

１．まえがき

機械系の運動と振動（動力学）問題の学習におい

て，学習者にとってまず重要なことは，「運動方程

式」を立てるということである。そして，学習者は

その式を解析的（数学的）に解き，さらには固有振

動数や固有振動モードといったこと等の問題の本質

を知ることも求められる。しかし，こうした学習方

法だけでは，動力学問題の基礎・基本が身に付かな

い学習者が多くいるものと思われる。

こうしたことから，著者の一人は学習用教材とし

て教育用運動シミュレーションシステム（DSS）を

開発し 1)～4)，多くの教育関係者に利用してもらうべ

くフリーソフトとして広く一般に公開 5)している。

DSS は運動方程式を数値計算により解き，解析結果

をグラフィック出力するという一連の作業を支援す

るためのソフトウェアである。したがって，運動方

程式さえ立てることができれば，DSS を利用するこ

とによって，いろいろな運動・振動問題をアニメー

ション等により観察することができる。 
運動方程式の立て方としては，ニュートンの第２

法則による方法が一般的であるが，多自由度問題や

複雑な力学系においては，ラグランジュの運動方程

式が用いられる。後者はその系の全てのエネルギを

求めた後，機械的に運動方程式を導くことのできる

便利な式である。しかし，ラグランジュの運動方程
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式は，教科書に説明や使用例などが書かれているも

のの，学習者にとってはわかりにくい。これらの教

科書を読んでラグランジュの運動方程式をすぐに理

解できる学習者は，あまり多くないように思われる。

その理由は，一般的な教科書がラグランジュの運動

方程式の導出等の説明が主体になっており，ツール

としての説明が不足しているからであると思われる。

上記の点を考慮し，ラグランジュの運動方程式を

ツールとして利用することを目的とした学習教材の

作成を試みたので報告する。簡単な問題から，少し

複雑な問題まで，具体例も紹介する。

 
２．使いやすく整理したラグランジュの

運動方程式

各種参考文献 6)～16)を調査し，ラグランジュの運動

方程式を詳細にし，わかり易い形に整理した。図 1
に使いやすく整理したラグランジュの運動方程式を

示す。さらに，ラグランジュの運動方程式を用いる

ための計算フォーム（図 2 に全エネルギの一覧表，

図 3 に解析変数毎の各項の計算フォーム）を作成し

た。図 3は解析変数の数だけ必要となる。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 1 使いやすく整理したラグランジュの 
運動方程式

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 2 計算フォーム その１（全エネルギ一覧表） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3 計算フォーム その２ 
（ラグランジュの運動方程式の各項の計算） 
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３．ラグランジュの方程式を用いた運動

方程式の求め方

 
３．１ 運動方程式の立て方の手順 
 
本節では，前章で示したラグランジュの方程式を

用いた運動方程式の立て方の基本を簡潔に述べる。 
次の手順で，運動方程式を立てる。 

① 解析モデルを作成する。 
② 図 1をもとに，解析モデルに対応したラグ

ランジュの運動方程式を記述する。 
③ 解析モデルを基に，その系の全エネルギを

計算する。図 2を使用する。 
④ ②に示したラグランジュの運動方程式の，

各項の計算を行う。図 3を使用する。 
⑤ ④で得られた結果を整理すると，運動方程

式が求まる。 
⑥ 解析変数の数だけ，④と⑤をくり返す。 

 
３．２ 運動方程式の立て方の一例 
 
前節の手順にしたがった，ラグランジュの方程式

を用いた運動方程式の立て方の一例を，図 1 をもと

に，図 2と図 3の計算フォームを使って示す。 
一例として，図 4 に示すばね－質量系の解析モデ

ルについて考える。解析変数は xであり，１自由度

問題である。ここではラ

グランジュの方程式を

用いた運動方程式の立

て方の基本ということ

で，敢えて簡単なモデル

を用いる。  
図 4 に対するラグラ

ンジュの運動方程式は，

図 1 中の式(1)より，次

式のようになる。  

x x
d T T V U D Q f
dt x x x x x

                 
 

図 5 に全エネルギの計算例（計算フォームその１

の使用例）を，図 6 にラグランジュの運動方程式の

各項の計算結果およびそれらを整理して得られた運

動方程式を示す（計算フォームその２の使用例）。当

然のことではあるが，ニュートンの方程式を用いて

得られた運動方程式と同じである。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 5 計算フォームその１の使用例 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 6 計算フォームその２の使用例 

図 4 ばね－質量系 
解析モデル 

(1) 
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３．３ 解析変数とラグランジュの運動方程式 
 
解析変数とその数（自由度）に応じて，ラグラン

ジュの運動方程式は次のように機械的に決まる。数

例を示しておく。このことがわかると，ラグランジ

ュの方程式を用いると，機械的に運動方程式を導く

ことができるという意味がよくわかる。

(1) 解析変数（ 1 2,x x ）の 2自由度問題の場合のラ

グランジュの運動方程式は，次のようになる。

1 1

2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

x x

x x

d T T V U D Q f
dt x x x x x

d T T V U D Q f
dt x x x x x

      
             


                  

(2) 解析変数（ 1 2,  ）の 2自由度問題の場合のラ

グランジュの運動方程式は，次のようになる。

1 1

2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

d T T V U D Q f
dt

d T T V U D Q f
dt

 

 

    

    

      
             


                  

(3) 解析変数（ ,x  ）の 2 自由度問題の場合のラグ

ランジュの運動方程式は，次のようになる。

x x
d T T V U D Q f
dt x x x x x
d T T V U D Q f
dt      

                    


                  

(4) 解析変数（ 1 2 3, ,   ）の 3自由度問題の場合

のラグランジュの運動方程式は，次のようにな

る。

1 1

2 2

3 3

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

d T T V U D Q f
dt

d T T V U D Q f
dt

d T T V U D Q f
dt

 

 

 

    

    

    

      
            

                   
                   

以上のように，解析モデルから解析変数とその数

（自由度）が決まると，自動的に前述のようにラグ

ランジュの運動方程式が決まる。

４．具体例 

本章では，２章と３章で示したラグランジュの方

程式を用いた運動方程式の立て方の具体例をさらに

いくつか示し，ラグランジュの方程式の使い方が初

学者でもわかるようにする。

なお，紙面の都合もあるので，ここからの説明は

計算フォームを用いずに行う。

４．１ 単振子

 
(1) 解析モデル 
図 7 に単振子の解析モデルを示す。解析変数は

であり，1自由度問題である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 7 単振子の解析モデル 
 
(2) ラグランジュの運動方程式 

d T T V U D Q f
dt      

                 
 

(3) 系の全エネルギ計算 
系のエネルギ計算に先立ち，図 7 から質点の位置

と速度を求めると，次式となる。 

sin
cos

x l
y l





 

                               (7) 

cos cos

( sin ) sin

dx dx dx l l
dt d dt
dy dy dy l l
dt d dt

    


    


     

       


  (8)                           

＜運動エネルギ＞ 

   

 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 cos sin
2 2
1 1sin cos
2 2

T m x y m l l

ml ml

   

   

   

  

   (9) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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＜位置エネルギ＞ 

   cosV mg l y mg l l            (10) 

＜弾性ひずみエネルギ＞ 

0U            (11) 

＜消散エネルギ＞ 

0D            (12) 

＜一般力について＞ 

0Q           (13) 

＜損失力について＞ 

0f            (14) 

(1) ラグランジュの運動方程式の各項の計算 

＜変数について＞ 

2T ml 









          (15) 

2d T ml
dt



    




         (16) 

0T






         (17) 

sinV mgl 






         (18) 

0U






                  (19) 

0D





 
         (20) 

(2) 単振子の運動方程式 
 式(6)に式(13)，式(14)，そして式(16)から式(20)を
代入すると，次のように運動方程式が求まる。 

2 sin 0ml mgl    ※            (21) 

 

※ 一般的には式(21)をさらに整理して， 

sin 0g
l

    

とする。これが単振子の基礎になる運動方程式である。さらに， 
sin  （ が比較的小さい場合）とすると， 

0g
l

    

 のように線形になり，運動は単振動となる。 

４．２ ばね支持台車＋振子系 
 
(1) 解析モデル 
図 8 にばね支持台車＋振子系の解析モデルを示す。

解析変数は xと θであり，2 自由度問題である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 8 ばね支持台車＋振子系の解析モデル 

 
(2) ラグランジュの運動方程式 

x x
d T T V U D Q f
dt x x x x x
d T T V U D Q f
dt      

                    


                  

 

 

 

(3) 系の全エネルギ計算 
 系のエネルギ計算に先立ち，図 8 から質点 1m と質

点 2m の位置と速度を求めると，それぞれ次式となる。 

＜質点 1m の位置と速度＞ 

1

1 0
x x
y


 
                                 (23) 

1

1 0
x x
y


 

 


                 (24) 

＜質点 2m の位置と速度＞ 

2

2

sin
cos

x x l
y l




 
 

                 (25) 

2

2

cos
sin

x x l

y l

 

 

  


 

 


                 (26) 

(22) 
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＜運動エネルギ＞ 

   

    



 

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

2 22
1 2

2 2 2 2 2
1 2

2 2 2

2 2 2 2
1 2

1 1
2 2
1 1 cos sin
2 2
1 1 2 cos cos
2 2

sin

1 1 2 cos
2 2

T m x y m x y

m x m x l l

m x m x lx l

l

m x m x lx l

   

   

 

  

   

    

   



   

 

  (27) 

＜位置エネルギ＞ 

 1 cosV mgl             (28) 

＜弾性ひずみエネルギ＞ 

21
2

U kx                                (29) 

＜消散エネルギ＞ 

21
2

D cx          (30) 

＜一般力について＞ 

0
xQ Q

Q


 

         (31) 

＜損失力について＞ 

0
0

xf
f


 

         (32) 

(4) ラグランジュの運動方程式の各項の計算 
＜変数 xについて＞ 

 
 

1 2

1 2 2

cos

cos

T m x m x l
x

m m x m l

 

 


  


  

         

            (33) 

   2
1 2 2 cos sind T m m x m l

dt x
          

 

        (34) 

0T
x





                  (35) 

0V
x





                  (36) 

U kx
x





         (37) 

0D
x





         (38) 

(5) xに関する運動方程式 
式(22)の xに関する式に，式(31)，式(32)，そして

式(34)から式(38)を代入すると，次のように運動方程

式が求まる。 

2
1 2 2 2 1( ) cos sinm m x m l m l kx c x Q        

                (39) 

(6) ラグランジュの運動方程式の各項の計算 
＜変数 について＞ 

2
2 2cosT m lx m l 




 


         (40) 

2
2 2 2cos sind T m lx m lx m l

dt
   


      

   (41) 

2 sinT m lx 



 


                        (42) 

sinV mgl 






                 (43) 

0U






         (44) 

0D






         (45) 

(7)  に関する運動方程式 
式(22)の に関する式に，式(31)，式(32)，そして

式(41)から式(45)を代入すると，次のように運動方程

式が求まる。 

2
2 2cos sin 0m lx m l mgl                (46) 

(8) ばね支持台車＋振子系の運動方程式 
式(39)と式(46)が，運動方程式である。 
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４．３ 二重振子 
 
(1) 解析モデル 
図 9 に二重振子の解析モデルを示す。解析変数は

1 2,  であり，2自由度問題である。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 9 二重振子の解析モデル 
 
(2) ラグランジュの運動方程式 

1 1

2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

d T T V U D Q f
dt

d T T V U D Q f
dt

 

 

    

    

      
             


                  

 

(3) 系の全エネルギ計算 

系のエネルギ計算に先立ち，図 9から質点 1m と質

点 2m の位置と速度を求めると，それぞれ次式となる。 

＜質点 1m の位置と速度＞ 

1 1 1

1 1 1

sin
cos

x l
y l





 

                            (48) 

1 1 1 1

1 1 1 1

cos

sin

x l

y l

 

 

 


 
 (49) 

＜質点 2m の位置と速度＞ 

2 1 1 2 2

2 1 1 2 2

sin sin
cos cos

x l l
y l l

 
 

 
  

        (50) 

2 1 1 1 2 2 2

2 1 1 1 2 2 2

cos cos

sin sin

x l l

y l l

   

   

  


  
         (51) 

＜運動エネルギ＞ 

   2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 1 1 1 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 1 1 1 2 1 2

2 2 2
1 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1
2 2
1 ( cos sin )
2

1 {( cos 2 cos cos
2

cos ) ( sin 2

sin sin sin )}
1 (cos sin
2

T m x y m x y

m l l

m l l l

l l l l

l

m l

   

     

     

   

  

   

 

 

  

 

 

  

2 2 2
2 1 1 1

2
1 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2
1 1 1

2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1

1) { (cos
2

sin ) 2 (cos cos sin sin )

(cos sin )}
1
2

1 2 cos
2

m l

l l

l

m l

m l l l l

 

      

  



     



  

 



   

  (52) 
＜位置エネルギ＞ 

   
 

  
 

    

1 1 1 2 1 2 2

1 1 1 1

2 1 2 1 1 2 2

1 1 1

2 1 1 2 2

cos

cos cos

1 cos

1 cos 1 cos

V m g l y m g l l y

m g l l

m g l l l l

m gl

m g l l



 



 

    

 

   

 

   

   

          (53) 
＜弾性ひずみエネルギ＞ 

0U            (54) 

＜消散エネルギ＞ 

0D            (55) 

＜一般力について＞ 

1

2

0

0

Q

Q





 

         (56) 

＜損失力について＞ 

1

2

0

0

f

f





 

         (57) 

(4) ラグランジュの運動方程式の各項の計算 
＜変数 1 について＞ 

 2 2
1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1

1

1 2 2 cos( )
2

T m l m l l l    



   


 

(47) 
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2 2
1 1 1 2 1 1 2 1 2 2 2 1

2
1 2 1 1 2 1 2 2 2 1

cos( )

( ) cos( )

m l m l m l l

m m l m l l

    

   

   

   
  

          (58) 

   

   

2
1 2 1 1 2 1 2 2 2 1

1

2 1 2 2 2 1 2 1

cos

sin

d T m m l m l l
dt

m l l

   


    

 
     

  

 

        (59) 

 
 

 

2 1 2 1 2 1 2 1 2
1

2 1 2 1 2 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2 1

1 2 ( sin cos cos sin )
2

sin cos cos sin

sin

T m l l

m l l

m l l

     


     

   


  



 

 
                  (60) 

 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
1

sin sin sinV m gl m gl m m gl  



   


                  (61) 

1

0U






         (62) 

1

0D






         (63) 

(5) 1 に関する運動方程式 

式(47)の 1 に関する式に，式(56)，式(57)，そして

式(59)から式(63)を代入すると，次のように運動方程

式が求まる。 

   
   

   

2
1 2 1 1 2 1 2 2 2 1

2
2 1 2 2 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1

cos

sin

sin sin 0

m m l m l l

m l l

m l l m m gl

   

    

    

  

  

    

 

                (64) 

式(64)をもう少し整理すると，次式のようになる。 

   
   

2
1 2 1 1 2 1 2 2 2 1

2
2 1 2 2 2 1 1 2 1 1

cos

sin sin 0

m m l m l l

m l l m m gl

   

   

  

    
 

                (65) 

(6) ラグランジュの運動方程式の各項の計算 
＜変数 2 について＞ 

  
 

2
2 2 2 1 2 1 2 1

2

2
2 2 2 2 1 2 1 2 1

1 2 2 cos
2

cos

m l l l

m l m l l

   


   


  



  

  

          (66) 

 

   

2
2 2 2 2 1 2 1 2 1

2

2 1 2 1 2 1 2 1

cos

sin

d m l m l l
dt

m l l

   


    

 
    

  

 

        (67) 

  
 

 

2 1 2 1 2 1 2 1 2
2

2 1 2 1 2 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2 1

1 2 cos sin sin cos
2

sin cos cos sin

sin

T m l l

m l l

m l l

     


     

   


  



  

  
                  (68) 

2 2 2
2

sinV m gl 






        (69) 

2

0U






         (70) 

2

0D






         (71) 

(7) 2 に関する運動方程式 

式(47)の 2 に関する式に，式(56)，式(57)，そして

式(67)から式(71)を代入すると，次のように運動方程

式が求まる。 

 
   

 

2
2 2 2 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2 1 2 2 2

cos

sin

sin sin 0

m l m l l

m l l

m l l m gl

   

    

    

 

  

   

 

                (72) 
式(72)をもう少し整理すると，次式のようになる。 

   2 2
2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2

cos
sin 0

m l m l l m l l
m gl

      


   

 
 

                (73) 

(8) 二重振子の運動方程式 
式(65)と式(73)が，運動方程式である。ここで，二

重振子の振動を微小振動と仮定すると，

 2 1cos 1   ，  2 1sin 0   ，
1 1sin  ， 2 2sin 

となり，式は次のように簡略化（線形化）できる。 

   2
1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1

2
2 1 2 1 2 2 2 2 2 2

0

0

m m l m l l m m gl

m l l m l m gl

  

  

     


  
(74) 

さらに整理すると，最終的に次式が得られる。

   1 2 1 1 2 2 2 1 2 1

1 1 2 2 2

0

0

m m l m l m m g

l l g

  

  

     


  
(75) 
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４．４ クレーンの旋回運動

 
(1) 解析モデル 
図 10 に旋回運動を想定したクレーンの解析モデ

ルを示す。変数は旋回特性 θと，つり荷mの動き x，
yの 3 つであり，3自由度問題である。図中，LBはジ

ブの長さ，νはジブ起伏角度，lはつり荷ロープの長

さ，cは粘性減衰係数である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 10 クレーンの旋回運動の解析モデル 
 
(2) ラグランジュの運動方程式 

x x

y y

d T T V U D Q f
dt x x x x x
d T T V U D Q f
dt y y y y y
d T T V U D Q f
dt      

                   
                   
                   

なお，ここでは旋回特性 θは入力変数 ( , ,   ) と

して与えるものとし，解析変数はつり荷の動き xと
yの 2 つとする。したがって，式(51)において θに
ついての式は立てない。

(3) 系の全エネルギ計算 
系のエネルギ計算に先立ち，図 10 からつり荷 m

の位置と速度を求めると，それぞれ次式となる。 

2 2 2

cos cos
cos sin

sin ( )

B

B

B

X L x
Y L y

Z L l x y

 
 



 
 

   

                           

2 2 2

cos sin

cos cos

( )

B

B

X L x

Y L y
xx yyZ

l x y

  

  

  

 



 

  

＜運動エネルギ＞ 

  2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2

1 1 cos
2 2

2 cos ( sin cos )

2
( )

B

B

T m X Y Z m L

L x y

x x xyxy y yx y
l x y

 

   

   

 

 
     

   

(79) 
＜位置エネルギ＞ 

 2 2 2sin ( )BV mgZ mg L l x y        (80) 

＜弾性ひずみエネルギ＞ 

0U            (81) 

＜消散エネルギ＞ 

  2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2

1 1 cos
2 2

2 cos ( sin cos )

2
( )

B

B

D c X Y Z c L

L x y

x x xyxy y yx y
l x y

 

   

   

 

 
     

          (82) 
＜一般力について＞ 

0
0

x

y

Q
Q


 

         (83) 

＜損失力について＞ 

0
0

x

y

f
f


 
         (84) 

(4) ラグランジュの運動方程式の各項の計算 
＜変数 xについて＞ 

2

2 2 2cos sin
( )B

T x x xyym x L
x l x y

 
  

      
    

(85) 

 

 
   
 

2

2 2 2

2 2 2 3 2 2 2 2

22 2 2

cos sin cos

2

( ) 2 2

( )

B
d T m x L
dt x

xx x x yxy xy xyy

l x y x x x yxy xy y

l x y

          
    

      

  

 

                (86) 

(77) 

(76) 

(78) 














式 (76)において
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2 2 2 2 3 2

22 2 2 2 2 2

( )

2 ( )

T m xx yxy l x y x x
x

x yxy xy y l x y

     

    

  

(87) 

2 2 2( )
V mgx
x l x y




  
   

0U
x





                  (89) 

2

2 2 2cos sin
( )B

D x x xyyc x L
x l x y

 
  

      
 

                          (90) 

(5) xに関する運動方程式 
式(76)の xに関する式に，式(83)，式(84)，そして

式(86)から式(90)を代入すると，次のように運動方程

式が求まる。 

 
  

 

2

2 2 2 2 2 2

23 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

cos sin cos

( )

2 ( )

( )

cos sin 0
( )

B

B

m x L

xx x x xy xyy l x y

x x x yxy xy y l x y

mgx
l x y

x x xyyc x L
l x y

    

 

 

     

    


 

 
      

 

          (91) 

(6) ラグランジュの運動方程式の各項の計算 
＜変数 yについて＞ 

2

2 2 2cos cos
( )B

T xyx y ym y L
y l x y

 
  

      
  

          (92) 

 

 
   
 

2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 3 2

22 2 2

cos cos sin

2

( ) 2 2

( )

B
d T m y L
dt y

yx xxy xyx yy y y

l x y x yx xy xy y y

l x y

    
 

    
    

      

  

 

                (93) 

  

 

2 2 2 2 2 2

22 3 2 2 2 2

( )

2 ( )

T m xxy yy l x y x yx
y

xy xy y y l x y

     

    

  

(94) 

2 2 2( )
V mgy
y l x y




  
  

0U
y





                  (96) 

2

2 2 2cos cos
( )B

D y y xyxc y L
y l x y

 
  

      
 

                          (97) 

(7) yに関する運動方程式 
式(76)の yに関する式に，式(83)，式(84)，そして

式(93)から式(97)を代入すると，次のように運動方程

式が求まる。 

 
  

 

2

2 2 2 2 2 2

22 2 2 3 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

cos cos sin

( )

2 ( )

( )

cos cos 0
( )

B

B

m y L

yx xyx yy y y l x y

x yx xy xy y y l x y

mgy
l x y

y y xyxc y L
l x y

    

 

 

     

    


 

 
      

 

                               (98) 
(8) クレーンの旋回運動時のつり荷の運動方程式 
式(91)と式(98)が，運動方程式である。※ 

 
 
※ 式(91)と式(98)中, , ,    は旋回特性であり，図 11 に示すよ

うに，実際の起動→制動→制動後を考慮したものとして扱う 17)。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 11 旋回特性

 
参考までに，起動時（ 0 ST T ）の入力関数の一例を示す。 

  

  

0

0

0

0
0

0

2
0

1 2 2

1 1

K T
m

K T
m

K T
m

V T K T e
K

V K T e

V K Te













 
    

 

  



 

ここで，K0は起動特性であり，この値が小さいほどゆっくり 
旋回できる。 

(88) 

(95) 
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５．あとがき 
 
本研究により得られた主な結論は，以下のとおり

である。 
(1) ラグランジュの運動方程式は参考書によってい

ろいろな表現方法があり，それが学習の大きな

妨げになっているものと思われる。そこで，各

種参考文献を調査し，ラグランジュの運動方程

式を詳細にし（エネルギを区別し），わかり易い

形に整理した。 
(2) ラグランジュの運動方程式をツールとして利用

することを目的に，計算フォーム（全エネルギ

の一覧表，解析変数毎の各項の計算フォーム）

を作成した。 
(3) 最初に，1自由度のばね－質量系モデルを用いて，

ラグランジュの運動方程式の立て方の手順を示

した。 
(4) 解析変数（自由度の数）に応じたラグランジュ

の運動方程式を数例示し，ラグランジュの方程

式を用いると，機械的に運動方程式を導くこと

ができるという意味を明確にした。 
(5) ラグランジュの運動方程式の立て方の具体例と

して，①単振子（1 自由度），②ばね支持台車＋

振子系問題（1自由度），③二重振子（2自由度），

④クレーンの旋回運動問（3自由度。ただし，旋

回特性は入力変数として扱うこととした）を手

順通りに解いたものを示した。全て振子系の問

題であるが，ラグランジュの運動方程式を理解

するのには有益であると考える。 
なお，ラグランジュの方程式を使って運動方程式

を立てる際，時間微分や偏微分，時間微分の表現法

（ニュートンの記法），合成関数の微分等，ある程度

の数学の知識が必要になる。本報告では，そのこと

にはほとんど触れていないのでお許しいただきたい。

この点については，ここで述べるまでもなく，多く

の参考書があるので参考にしていただきたい。 
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