
希薄気体中の球に働くマグナス力とその反転
Inverse Magnus effect in rarefied gas

○田口智清, 京大・情報, 京都市左京区吉田本町, E-mail: taguchi.satoshi.5a@kyoto-u.ac.jp

辻徹郎, 京大・情報, 京都市左京区吉田本町, E-mail: tsuji.tetsuro.7x@kyoto-u.ac.jp

The transverse force exerted on a rotating sphere immersed in an otherwise uniform flow of a rarefied

gas is investigated based on kinetic theory. Previous studies show that the transverse force acting on the

sphere, also known as the Magnus force, has the opposite sign in the free molecular flow compared to the

corresponding force in the continuum flow. The present study intends to clarify the force’s transition with

respect to the Knudsen number (i.e., the reciprocal ratio of the sphere radius to the molecular mean free

path). As a result, it is shown that, for a given uniform flow velocity at infinity and a sphere’s angular

velocity, the transverse force reverses its direction when the Knudsen number exceeds a certain threshold.

The analysis is based on the method of matched asymptotic expansion applied to a boundary-value problem

of the Boltzmann equation, assuming that both the Mach number and the Reynolds number are small but

that the Knudsen number is arbitrary.

1. はじめに
流れの中の物体が受ける揚力（主流に垂直な方向の力）は，抗
力とともに流体中の物体の運動の予測・制御の基礎となる量で
ある．揚力は物体・流体間の運動量交換が主流を横切る方向に
起こる結果生じる．このような運動量の移行は，例えば迎角を
もつ平板（翼）を過ぎる流れで典型的に見られる．しかし，球を
過ぎる流れや 2 次元円柱を過ぎる流れのように対称性の高い流
れでも，物体が軸回りに自転することで対称性が乱され，揚力
が発生することがある．物体の回転に伴って生じる揚力はしば
しばマグナス力と呼ばれ，スポーツ球技における回転球の軌道
の変化の説明によく使われる．
マグナス力を説明する理論としては，渦なし完全流体中の 2

次元物体に働く揚力を与える Kutta–Joukowski の定理が思い
浮かぶ．粘性流体の場合はより複雑である．Rubinowと Keller

は，幾何学的な対称性が高く理論解析の行いやすい球に対して，
速度 v∞ の一様流中で回転角速度 Ω で自転する球に働く揚力
（マグナス力）が次式のように表されること示した (1)：

FL = πρa3(v∞ ×Ω). (1)

ここで ρ は流体の密度，a は球の半径である．この表式は
Reynolds 数が小さいことを前提としており，例えば流体中
の微粒子が典型的な適用先である．しかし気体中では球の微小
化が進むと，球のまわりで気体分子同士の衝突頻度が低下し，
Navier–Stokes 方程式の基礎が揺らいでくる．そこで，分子気
体力学の助けが必要になる．実際，自由分子流（分子同士の衝
突を考慮しない理想的極限）を対象とした研究 (2, 3, 4) では，球
に働く揚力が

FL = −2

3
πρa3(v∞ ×Ω), (2)

と表されることが示されている．明らかに，この揚力は Navier–

Stokes方程式に基づく結果 (1)と向きが逆であり，（希薄気体に
おける）逆マグナス効果と呼ばれている．
本研究の目的は分子衝突の頻度の観点から式 (1) と式 (2) の
つながりを明確化することである．衝突頻度の指標となる無次
元数は Knudsen数と呼ばれ，基準状態（後述）における気体分
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Fig. 1 A uniform flow past a rotating sphere.

子の平均自由行程 ℓ0 と球の半径 aを用いて

Kn =
ℓ0
a
, (3)

で定義される．Kn が 0+ および∞の極限はそれぞれ流体力学
極限，自由分子流極限と呼ばれ，式 (1)と式 (2)はこれらの両極
限における揚力の表現を与えている．そこで，本研究では中間
領域（0 < Kn < ∞）における FL を調べる．特に，Knに応じ
た揚力の変化や揚力が負に転じる Knの値を明らかにする．
なお，本稿は文献 (5) の内容をまとめたものである．解析の詳
細については元の文献を参照されたい．

2. 問題
3 次元デカルト座標 Xi（i = 1, 2, 3）で表される空間内に原
点を中心とする半径 a の球とそのまわりの領域を満たす希薄
気体を考える．球から遠く離れた遠方では気体の状態は流速
v∞，密度 ρ0，温度 T0 の一様な平衡状態にあるとする．また，
球の温度は一様に T0 に保たれており，さらに球はある直径の
まわりに一定の角速度 Ω0 で自転しているとする．以下では
v∞ = (v∞1, v∞2, 0)，Ω0 = (Ω0, 0, 0)とおいても一般性を失わ
ない（Fig. 1参照）．即ち X1 軸を球の回転軸方向にとり，ベク
トル v∞ は X1 X2 平面内にあると仮定する．このとき球のまわ
りの気体の定常的な振舞いを，特に球に働く力に着目して調べ
る．解析にあたり次の仮定をおく：
(i) 気体の振舞いは Boltzmann 方程式 (6, 7) に従う．ただし
一般論は Boltzmann 方程式にもとづくが，数値計算には
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ボルツマン方程式の Bhatnagar–Gross–Krook（BGK）モ
デル (8, 9) を用いる．

(ii) 球の表面に入射した気体分子は拡散反射則 (6, 7) に従って
気体中に出ていく．

(iii) 一様流の速度は気体の熱速度に比べて遅い．即ち |v∞| =
(v2∞1 + v2∞2)

1/2 ≪
√
2RT0．

(iv) 回転に伴う球の表面の速度は一様流の速度と同程度の大き
さとする．即ち aΩ0/|v∞| = O(1)．

ここで R は単位質量あたりの気体定数である．|v∞| → 0 の
極限では，球と気体はともに静止した状態にある．本研究では
|v∞|/

√
2RT0 ≪ 1のときの気体の振舞いを摂動論的に調べる．

3. 基礎方程式
本節では解析の基礎となる方程式系をまとめる．無次元
化座標を xi = Xi/a により導入する．さらに分子速度を
(2RT0)

1/2ζi，気体分子の速度分布関数を ρ0(2RT0)
−3/2(1 +

ϕ(xi, ζi))E と表す．ここで E = π−3/2 exp(−ζ2j )である．摂動
ϕに対する（定常）Boltzmann方程式は次式のようにかくこと
ができる (7)：

ζi
∂ϕ

∂xi
=

1

k
(L(ϕ) + J (ϕ, ϕ)). (4)

ここで L(ϕ)は線型化衝突積分，J (ϕ, ϕ)は衝突積分である（具
体形は省略 (7)）．方程式中のパラメータ k は，Knudsen 数 Kn

［式 (3)参照］を用いて

k =

√
π

2
Kn =

√
π

2

ℓ0
a
, (5)

と定義される．ただし ℓ0 は密度 ρ0，温度 T0 の静止平衡状態
における気体分子の平均自由行程である．Knudsen 数 Kn お
よび k は希薄度の目安となる．なお，気体が剛体球分子から
なる場合は，dm を分子直径，m を分子の質量として ℓ0 =

[
√
2πd2m(ρ0/m)]−1 と表される．一方，BGKモデルに対する ℓ0

は，定数 Ac を用いて ℓ0 = (2/
√
π)(2RT0)

1/2/Acρ0 によって与
えられる（Acρ0 は基準状態における気体分子の衝突頻度を表
す）．BGKモデルに対する Lおよび J の具体形を付録 Aに示
した．
x1方向を極方向とする極座標 (r, θ, φ)を導入する．即ち x1 =

r cos θ，x2 = r sin θ cosφ，x3 = r sin θ sinφ（0 ≤ θ ≤ π，
0 ≤ φ < 2π）．本稿では，極座標系におけるベクトルやテンソル
の成分を表す際には添字 r, θ, φを付して表す（例えば ζr など）．
球の表面における拡散反射境界条件，および無限遠方におけ
る境界条件はそれぞれ以下のようにまとめられる：

ϕ =
1 + σw

π3/2
exp(−ζ2r − ζ2θ − (ζφ − Ω̂0 sin θ)

2)E−1 − 1,

ζr > 0 (r = 1), (6)

ϕ → 1

π3/2
exp(−(ζ1 − v̂∞1)

2 − (ζ2 − v̂∞2)
2 − ζ23 )E

−1 − 1,

as r → ∞. (7)

ただし式 (6)中の σw は次式から定められる：

σw = −2
√
π

∫
ζr<0

ζrϕE dζ (r = 1). (8)

また，Ω̂0 および v̂∞1，v̂∞2 はそれぞれ球の自転速度，遠方の流
速に対応する無次元パラメータであり，各々次式で定義される：

Ω̂0 =
aΩ0

(2RT0)1/2
, v̂∞i =

v∞i

(2RT0)1/2
(i = 1, 2). (9)

後の議論のために気体の巨視量を導入しておく．気体の密度
を ρ0(1+ω)，流速を (2RT0)

1/2ui（i = 1, 2, 3），温度を T0(1+τ)，
圧力を p0(1 + P )，応力テンソルを p0(δij + Pij)（i, j = 1, 2, 3）
と表す．ここで p0 = ρ0RT0，δij は Kronecker のデルタであ
る．このとき，(ω, ui, τ, P, Pij)は ϕの分子速度に関するモーメ
ントとして次のように定義される：

ω = ⟨ϕ⟩, (1 + ω)ui = ⟨ζiϕ⟩, (10a)

3

2
(1 + ω)τ =

⟨(
ζ2j − 3

2

)
ϕ

⟩
− (1 + ω)u2

j , (10b)

P = ω + τ + ωτ, (10c)

Pij = 2⟨ζiζjϕ⟩ − 2(1 + ω)uiuj . (10d)

ただし記号 ⟨ ⟩は次の積分を表す：

⟨g⟩ =
∫
R3

g(ζ)Edζ. (11)

3.1 スケーリング
境界値問題 (4)，(6)–(8)にはパラメータ

k, Ω̂0, v̂∞ = (v̂∞1, v̂∞2, 0). (12)

が含まれている．ベクトル v̂∞ と x1 軸のなす角 α を導入し
（Fig. 1），さらにベクトルの絶対値を v̂∞ := |v̂∞| = (v̂2∞1 +

v̂2∞2)
1/2 とかくと，v̂∞ の各成分は

v̂∞1 = v̂∞ cosα, v̂∞2 = v̂∞ sinα, (13)

と表される．ここで仮定 (iii)を考慮して，
ϵ ≡ v̂∞ ≪ 1, (14)

とおく．さらに仮定 (iv)を考慮し Ω̂0 を次式のようにおく：

Ω̂0 = Sϵ. (15)

ここで S は O(1)のパラメータである．即ち

S =
Ω̂0

ϵ
=

a|Ω0|
|v∞|

= O(1). (16)

結局，最終的に調べるべき境界値問題は式 (4)，(6)–(8)に式 (13)

（ただし v̂∞ = ϵ），(15)を代入したものになり，ϵが唯一の微小
パラメータとなっている（希薄気体を念頭におくため k = O(1)

と考えている）．そこで，ϵ → 0における境界値問題の解の漸近
的挙動を調べることが次のタスクとなる．
以下では，記号を幾分省力化するため

U = cosα, V = sinα, (17)

と書く（U2 + V 2 = 1）．また，ζ は ζ の大きさ |ζ| = (ζ2j )
1/2 を

表す．

4. 漸近解析
前節で述べた境界値問題に対し，ϵ ≪ 1 の場合に漸近解析を
行う．
解を ϵのべきで展開できると仮定しよう：

ϕ = ϕ(1)ϵ+ ϕ(2)ϵ2 + o(ϵ2). (18)

この展開に対応する巨視量の展開は
h = h(1)ϵ+ h(2)ϵ2 + o(ϵ2) (h = ω, ui, τ, P, Pij), (19)

である．h(m) と ϕ(m)（m = 1, 2）の関係は式 (10) に式 (18)，
(19)を代入して ϵのべきで整理すれば得られる．
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4.1 ϕ(1) の問題
展開の初項 ϕ(1) を定める境界値問題は式 (18) を元の境界値
問題に代入したのち，最低次の項を残すことで得られ，次のよ
うにまとめられる：

ζi
∂ϕ(1)

∂xi
=

1

k
L(ϕ(1)), (20)

ϕ(1) = K(ϕ(1)) + I(1)w , ζr > 0, r = 1, (21)

ϕ(1) → I(1)∞ , as r → ∞. (22)

ここに

I(1)w = 2Sζφ sin θ, (23)

I(1)∞ = 2(ζ1U + ζ2V ). (24)

また，

K(g) = −2
√
π

∫
ζr<0

ζrg(ζ)Edζ. (25)

この問題は球の外部領域における線型化 Boltzmann方程式の定
常境界値問題であり，その解は 2 つの関数の重ね合わせで表現
される：

ϕ(1) = ϕ
(1)
U + ϕ

(1)
S . (26)

ただし ϕ
(1)
U ，ϕ

(1)
S は境界値問題 (20)–(22) においてそれぞれ

I
(1)
w = 0，I

(1)
∞ = 0とおいて得られる問題の解である．

ϕ
(1)
U に対する問題は，非回転球まわりの流れを調べる問題で

あり*1，一方 ϕ
(1)
S は，静止した希薄気体中で自転する球によっ

て引き起こされる流れを表す．これらの問題は希薄気体の基本
問題として多くの研究がなされている（例えば一様流の問題で
は文献 (10)，回転球の問題では文献 (11)）．
4.1.1 相似解
ここで以降の解析で特に重要な役割を担う概念を導入する．
線型化衝突積分作用素 L は球対称な作用素である．即ち lij
を任意の直行変換*2とするとき，ζ の任意関数 F = F (ζ) に
対して L(F (lijζj))(ζ) = L(F (ζ))(lijζj) が成り立つ．このと
き，ζr，ζ の関数 Φ = Φ(ζr, ζ) に対し，Φに応じて定まる関数
G0

Φ = G0
Φ(ζr, ζ)，G1

Φ = G1
Φ(ζr, ζ)が存在して

L(Φ) = G0
Φ,

L(ζθΦ)
ζθ

=
L(ζφΦ)

ζφ
= G1

Φ,

とかけることが示される (7)．この結果を踏まえると，境界値
問題の解 ϕ

(1)
U ，ϕ

(1)
S として次の形の相似解が適合することがわ

かる：

ϕ
(1)
U = (U cos θ + V sin θ cosφ)φ

(1)
Ua

+ [ζθ(U sin θ − V cos θ cosφ) + V ζφ sinφ]φ
(1)
Ub , (27a)

ϕ
(1)
S = S ζφ sin θ φ

(1)
S . (27b)

ここで φ
(1)
Ua，φ

(1)
Ub，φ

(1)
S は各々 (r, ζr, ζ)の関数であることに注

意されたい．新たな未知関数 φ
(1)
Ua，φ

(1)
Ub，φ

(1)
S を定める線型微

積分方程式の境界値問題は，式 (27a)，(27b)を Φ
(1)
U ，Φ(1)

S の方
程式と境界値問題にそれぞれ代入することで導くことができる．
その具体形はここでは述べないが (10, 11, 5)，空間座標に関して

*1 普通は U = 1，V = 0となるように座標軸がとられる．
*2 lij は lij lkj = δik を満たす．

は r のみに依存する空間 1次元問題に帰着されることから解析
の負荷は大幅に削減される．
このように作用素 Lの対称性より未知関数の独立変数を削減
できる．さらに式 (27)においては速度分布関数の θ，φに対す
る依存性が陽にかけていることから，巨視量の角度依存性も陽
にわかる．例えば流速は式 (26)，(27)を巨視量の定義式 (10)に
代入することで，次式のように表される：

u(1)
r = (U cos θ + V sin θ cosφ) ⟨ζrφ(1)

Ua⟩, (28a)

u
(1)
θ = (U sin θ − V cos θ cosφ) 1

2 ⟨(ζ
2 − ζ2r )φ

(1)
Ub ⟩, (28b)

u(1)
φ = (V sinφ) 1

2 ⟨(ζ
2 − ζ2r )φ

(1)
Ub ⟩+ (S sin θ) 1

2 ⟨(ζ
2 − ζ2r )φ

(1)
S ⟩.
(28c)

ここで式 (28)中の ⟨· · · ⟩の部分はもはや r のみの関数であるこ
とに注意されたい．
4.2 ϕ(2) の問題
次に ϵ2 オーダーの問題を考える．

4.2.1 漸近接続
4.1 節で議論した ϕ(1) は Boltzmann 方程式の衝突項の非線
型部分を省略した方程式 (20)から得られる．ところで一様流の
問題の解を表す ϕ

(1)
U の遠方の境界値 I

(1)
∞ への漸近の仕方は 1/r

の程度と評価できる．このため，球から十分遠く離れた点では，
Boltzmann 方程式の非線型項を無視することは適当でない*3．
つまり ϕ

(1)
U と ϕ

(1)
S の重ね合わせである ϕ(1) は，実は r ≫ 1/ϵ

において元の（非線型）方程式の解を適切に近似していないので
ある．この代償は，ϕ(2) の問題において，遠方の境界条件の補
正となって現れる［J (ϕ

(1)
U , ϕ

(1)
U )の長距離にわたる蓄積効果］．

補正を求めるために，接合漸近展開の手法を用いる (13)．す
なわち，領域を内領域 1 < r ≪ ϵ−1 と外領域 1 ≪ r < ∞に分
け*4，外領域においては解の空間変化の尺度が緩やかな解（ϕH

と表す）を新たに導入する［∂ϕH/∂xi = O(ϵϕH)］．これまで
考えた ϕは内領域の解と考えれば，以下の解析で不合理は生じ
ない．
式 (18)の展開に合わせて外部解を ϕH = ϵϕH1+ϵ2ϕH2+o(ϵ2)

と展開すると，空間変化の尺度が大きい ϕH は流体力学的に記
述されることがわかる（対応する流体力学的方程式は非圧縮性
Navier–Stokes 型である (13, 5)）．さらに漸近解析を進めると，
ϕH1，ϕH2 を矛盾なく，かつ解析的に求めることができることが
わかる*5．得られた ϕH をもとに，これにつながるように ϕ(2)

に接続条件を課すと，これが ϕ(2) に対する遠方の境界条件を与
える (13, 5)．こうして得られた ϕ(2) の問題を次に示す．
4.2.2 ϕ(2) の問題
ϕ(2) は次の境界値問題の解として定められる：

ζj
∂ϕ(2)

∂xj
=

1

k
L(ϕ(2)) +

1

k
I(2), (29)

ϕ(2) = K(ϕ(2)) + I(2)w , ζr > 0, r = 1, (30)

ϕ(2) → I(2)∞ , as r → ∞. (31)

*3 r ≫ 1/ϵ の領域では Boltzmann 方程式の左辺 ζi∂iϕ
(1)
U と非線型項

J (ϕ
(1)
U , ϕ

(1)
U ) がバランスし，非線型項を省略することは適切でなくな

る．この事情は通常の流体力学における Whitehead のパラドックス
（Stokesのパラドックス）(12) に類似する．

*4 1 ≪ r ≪ ϵ−1 で重なりをもつ．
*5 ϕH1 は単なる一様流を表し，ϕH2 は Oseen源を表す．ただし Oseen源
の大きさは ϕ

(1)
U を通して k に依存する．
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ただし非斉次項は

I(2) = J (ϕ(1), ϕ(1)), (32a)

I(2)w = (2ζ2φ − 1)S2 sin2 θ + 2K(ϕ(1)) ζφ S sin θ, (32b)

I(2)∞ = −ζr(U cos θ + V sin θ cosφ− 1)

× (3(U cos θ + V sin θ cosφ) + 1)
hD

8π(γ1k)2

+ ζθ(U sin θ − V cos θ cosφ)

× (U cos θ + V sin θ cosφ− 1)
hD

4π(γ1k)2

+ ζφV sinφ (U cos θ + V sin θ cosφ− 1)
hD

4π(γ1k)2

+ 2(Uζ1 + V ζ2)
2 − 1, (32c)

である．ここに
1. γ1 は正の定数で，積分方程式

L
(
(ζiζj −

1

3
ζ2δij)B

)
= −2

(
ζiζj −

1

3
ζ2δij

)
, (33)

を満足する関数 B = B(ζ)を用いて次式で定義される：

γ1 =
2

15
⟨ζ4B⟩. (34)

2. hD は後述する式 (47) で定義される，k に依存する定数
である．

なお，γ1 は気体の粘性の大きさを表し，粘性係数 µと

µ =

√
π

2
γ1

p0ℓ0
(2RT0)1/2

= γ1k
p0a

(2RT0)1/2
, (35)

の関係にある．また，hD は球に働く抵抗に関係する（後述）．
遠方の境界条件 (31)は内部解が外部解 ϕH に接続するための
条件を表しており，I

(2)
∞ に現れる hD に比例する項は，ϕ

(1)
U を

求める際に無視した非線型項の長距離にわたる積分の寄与を表
す（hD を含まない項は一様流を表す分布［式 (7)の右辺］から
の寄与である）．
4.2.3 相似解
境界値問題 (29)–(31) はかなり複雑そうに見えるが，（球の外
部領域における）線型化 Boltzmann 方程式の境界値問題であ
り，ϕ(1) に対する境界値問題と同型である．従って相似解があ
りそうであり，実際見つかる．まず方程式の線型性と非斉次項
I
(2)
∞ の形をみて

ϕ(2) =
hD

8π(γ1k)2
(2Uζ1 + 2V ζ2)ϕ

(1)
U + ϕ

(2)
UU + ϕ

(2)
SS + ϕ

(2)
US,

(36)

とおく．ここで各 ϕ
(2)
J （J = UU, SS,US）に対する問題は式

(29)–(31)において ϕ → ϕ
(2)
J ，I(2) → I

(2)
J ，I(2)w → I

(2)
w,J，I(2)∞ →

I
(2)
∞,J と書き換えた方程式と境界条件を満たす．ただし，I(2)w,UU =

I
(2)
∞,SS = I

(2)
∞,US = 0および

I
(2)
UU = J (ϕ

(1)
U , ϕ

(1)
U ), I

(2)
SS = J (ϕ

(1)
S , ϕ

(1)
S ), (37a)

I
(2)
US = 2J (ϕ

(1)
U , ϕ

(1)
S ) = 2J (ϕ

(1)
S , ϕ

(1)
U ), (37b)

I
(2)
w,SS = (2ζ2φ − 1)S2 sin2 θ, (38a)

I
(2)
w,US = 2K(ϕ

(1)
U |r=1) ζφ S sin θ, (38b)

I
(2)
∞,UU = (U cos θ + V sin θ cosφ)2

×
(
−3

8

hD

π(γ1k)2
ζr + 3 ζ2r − ζ2

)
+ (U cos θ + V sin θ cosφ)

× [(U sin θ − V cos θ cosφ) ζθ + V sinφ ζφ]

×
(

hD

4π(γ1k)2
− 4ζr

)
+ 2

{[
(U sin θ − V cos θ cosφ)2 − V 2 sin2 φ

] ζ2θ − ζ2φ
2

+ 2V sinφ (U sin θ − V cos θ cosφ) ζθ ζφ

}
+

hD

8π(γ1k)2
ζr + ζ2 − ζ2r − 1, (39)

である．
これらの方程式系は依然として複雑にみえる．しかし L に
加えて J も球対称な作用素であることから，各 ϕ

(2)
J （J =

UU, SS,US）に対して相似解を見つけることができ，未知関数
の独立変数を実質 r, ζr, ζ の 3つまで削減することができる．こ
こでは紙面の制限から ϕ

(2)
US に対する相似解のみを示す．

ϕ
(2)
US = ϕ

(2)♯
US + ϕ

(2)♭
US , (40)

ϕ
(2)♯
US = S sin θ (U cos θ + V sin θ cosφ) ζφ φ

(2)♯
USa

+ S cos θ [(U sin θ − V cos θ cosφ) ζφ − V sinφ ζθ]φ
(2)♯
USb

+ S sin θ
[
− V sinφ

ζ2θ − ζ2φ
2

+ (U sin θ − V cos θ cosφ), ζθ ζφ

]
φ
(2)♯
USc

+ SV sin θ sinφφ
(2)♯
USd, (41)

ϕ
(2)♭
US = S sin θ (U sin θ − V cos θ cosφ)φ

(2)♭
USa

+ S[(U sin 2θ − V cos 2θ cosφ) ζθ + V cos θ sinφ ζφ]φ
(2)♭
USb

+ S sin θ
[
(U sin θ − V cos θ cosφ)

ζ2θ − ζ2φ
2

+ V sinφ ζθ ζφ

]
φ
(2)♭
USc

+ SUφ
(2)♭
USd. (42)

ただし φ
(2)♯
USβ，φ

(2)♭
USβ（β = a, b, c, d）は (r, ζr, ζ)の関数である．

なお，新たな未知関数 φ
(2)♯
USβ，φ

(2)♭
USβ に対する境界値問題は，相

似解 (40)–(42)を元の ϕ
(2)
US に対する境界値問題に代入すれば得

られる（具体形は省略 (5)）．また，式 (36)と相似解を 2次の巨
視量 h(2) の定義式に代入することで巨視量の (θ, φ)に対する依
存性が陽に表されることも ϕ(1) の場合と同様である（具体形は
省略 (5)）．
4.3 球に働く力とトルク
球に働く力とトルクの表式を導く．Fi を球に働く力，Mi を
トルクとし，対応する無次元量を

Fi =
Fi

p0a2
, Mi =

Mi

p0a3
, (43)

により導入する．このとき Fi，Mi は（無次元）応力テンソル
の球面上における値を用いて

Fi = −
∫
r=1

Pijnj dS, Mi = −
∫
r=1

εijkxjPklnl dS, (44)

と表される．ただし dS(= sin θ dθdφ) は面素，ni は球面上
の気体側を向く単位法線ベクトル，εijk (i, j, k = 1, 2, 3) は
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Eddingtonの εである．速度分布関数［式 (18)，(26)，(36)］を
式 (10d)に代入することで得られる応力の表式を式 (44)の Pij

に代入することで，力とトルクの表式を得ることができる*6．結
果を示すと，

F = v̂∞

(
1 +

ϵ hD

8π(γ1k)2

)
hD + (v̂∞ × Ω̂0)hL + o(ϵ2),

(45)

M = Ω̂0hM + o(ϵ2). (46)

ただし v̂∞ = (v̂∞1, v̂∞2, 0)，Ω̂0 = (Ω̂0, 0, 0) であり，また hD，
hL，hM は関数 φ

(1)
Ua，φ(1)

Ub，φ
(1)
S ，φ(2)♯

USa，φ(2)♯
USb，φ

(2)♯
USd を用いて

次式で定義される：

hD = −8

3
π[⟨ζ2r φ

(1)
Ua⟩ − ⟨ζr (ζ2 − ζ2r )φ

(1)
Ub ⟩]|r=1, (47)

hL =
4

3
π[⟨ζr(ζ2 − ζ2r )(φ

(2)♯
USa − φ

(2)♯
USb)⟩+ 2⟨ζ2rφ

(2)♯
USd⟩]|r=1,

(48)

hM = −8

3
π⟨ζr (ζ2 − ζ2r )φ

(1)
S ⟩|r=1. (49)

なお，抵抗に対する表式 (45)の Ω̂0 = 0の場合は文献 (13) で導
かれた．
上のF とMの表式には hD，hL，hM が含まれている．hD，

hL，hM は分子速度と空間座標両方に依存しないが，関数 φ
(1)
Ua，

φ
(1)
Ub，φ

(1)
S 等を通して k（Kn）に依存することに着目する必要

がある．すなわち，hD，hL，hM を k の関数とみると，これら
は球に働く抵抗，揚力，トルクに対する k（Kn）の影響を表し
ており，本研究でまさに我々が知りたい関数なのである．これ
らのうち hD，hM は既出である．例えば hD の k に対する依存
性は文献 (10) において，hM の k に対する依存性は文献 (11) に
おいて調べられている．しかし hL の k に対する依存性はまだ
わかっていない．それを調べるのが次のタスクである．

5. hL の計算の省力化
hL［式 (48)］は関数 φ

(2)♯
USa，φ

(2)♯
USb，φ

(2)♯
USd（ϵの 2次の問題の

解）を用いて表されているためこのままでは数値解析が難しい．
本節では線型化 Boltzmann 方程式のもつ対称性 (14) を利用す
ることで hL に対する簡便な表式を求める．
5.1 線型化 Boltzmann方程式の対称関係
まず高田によって定式化された線型化 Boltzmann方程式（の
境界値問題）における対称関係を文献 (14) に従って簡潔に紹介
する．簡単のため，3次元空間内の連結領域D ∈ R3 を占める気
体の定常な振舞いを考え，D の内部で関数 ϕ = ϕ(x, ζ)は外力
項のない（定常）線型化 Boltzmann方程式

ζi
∂ϕ

∂xi
=

1

K
L(ϕ) + I, (50)

を満たすとする．ここで K は正の定数，I = I(x, ζ) は既知の
関数である．∂D を D の境界とし，∂D 上の気体側を向く単位
法線ベクトルを ni で表す．∂D を物体との境界 ∂Dw とそれ以
外 ∂Dg = ∂D \ ∂Dw に分け，∂Dg では領域に入射する分子に
対する ϕの関数形が与えられているとする：

ϕ(x, ζ) = I ing (x, ζ), ζn > 0, x ∈ ∂Dg. (51)

*6 相似解のおかげで (θ, φ)に関する積分は実際に実行できる．

ただし ζn = ζini であり，I ing = I ing (x, ζ)は ζn > 0に対して定
義された既知の関数である．なお，D が非有界の場合には無限
遠点での ϕの漸近形が既知とする．即ち

ϕ(x, ζ) → Ig(x, ζ) as |x| → ∞. (52)

最後に ∂Dw において ϕは境界条件
ϕ = gw +K(ϕ− gw), ζn > 0, x ∈ ∂Dw, (53)

gw = 2ζjcw,j + (ζ2j − 5

2
)dw, (54)

を満足するものとする．ただし cw,i = cw,i(x)（i = 1, 2, 3）およ
び dw = dw(x)は ζ に依存しない x ∈ ∂Dw の既知関数とする．
速度反転作用素を導入し記号 − を用いて表す．即ち ζi の任
意の関数 g(ζi) に対して g−(ζi) = g(−ζi)．また，式 (51) 中の
I ing (·, ζ)の全 ζ への拡張を Ig(·, ζ)と書く（拡張の仕方は任意で
ある）．このとき，次の命題が成り立つ．
命題（対称関係）(14)

境界値問題 (50)，(51)，(53)に関する 2つの関数 ϕI，ϕII を考
える：

1. ϕI は I = II，Ig = IIg，gw = gIw ≡ 2ζjc
I
w,j + (ζ2j − 5

2 )d
I
w

に対する境界値問題 (50)–(53)の解．
2. ϕIIは I = III，Ig = IIIg ，gw = gIIw ≡ 2ζjc

II
w,j+(ζ2j − 5

2 )d
II
w

に対する境界値問題 (50)–(53)の解．
ただしK，L は ϕI，ϕII に共通とする．このとき，添字 I，IIの
入替えに関する次の対称関係が成り立つ：∫

∂Dw

⟨ζngII−w ϕI⟩dS +

∫
∂Dg

⟨ζnIII−g ϕI⟩dS

− 1

2

∫
∂Dg

⟨ζnIII−g IIg⟩dS−
∫
D

⟨III−ϕI⟩dx

=

∫
∂Dw

⟨ζngI−w ϕII⟩dS +

∫
∂Dg

⟨ζnII−g ϕII⟩dS

− 1

2

∫
∂Dg

⟨ζnII−g IIIg ⟩dS−
∫
D

⟨II−ϕII⟩dx. (55)

ただし D が非有界の場合には，無限遠点における ϕI，ϕII の
IIg，IIIg への近づきかたが十分速いときに限り等式 (55) が成り
立つ*7．
5.2 hL の別表現
4.1節で述べた ϕ

(1)
U の問題において，無限遠方での ϕ

(1)
U の漸

近形を指定する I
(1)
∞ を

I†∞ = 2ζ3, (56)

に置き換えた次の境界値問題を考える：

ζi
∂ϕ†

U

∂xi
=

1

k
L(ϕ†

U), r > 1, (57a)

ϕ†
U = K(ϕ†

U), ζr > 0, r = 1, (57b)

ϕ†
U → I†∞ as r → ∞. (57c)

この境界値問題の解 ϕ†
U と 4.2.3 節の ϕ

(2)
US に対して上述の命題

を適用する（この場合 D は非有界であることに注意する）．

*7 具体的な条件は，無限遠点の集合を ∂D∞ ⊂ ∂Dg として，∫
∂D∞

⟨ζn(ϕI− − II−g )(ϕII − IIIg )⟩dS = 0,

が成り立つことである (14)．ただし ∂D∞ は有界領域からの極限を取る
の意である．
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球面 |x| = 1とそれを取り囲む仮想的な球面 |x| = r0 ≫ 1に
挟まれた領域を D にとり，対応関係

ϕI = ϕ†
U, gIw = 0, II∞ = I†∞, II = 0,

ϕII = ϕ
(2)
US, gIIw = I

(2)
w,US, III∞ = 0, III =

1

k
I
(2)
US ,

(58)

に注意して等式 (55)を適用すると，次の等式が得られる：

SV hL =

∫
r=1

⟨ζrϕ†
UI

(2)−
w,US⟩dS− 1

k

∫
r>1

⟨ϕ†
UI

(2)−
US ⟩dx. (59)

ここで運動量の保存から得られる等式

lim
r0→∞

∫
r=r0

2⟨ζrζ3ϕ(2)
US⟩dS =

∫
r=1

2⟨ζrζ3ϕ(2)
US⟩dS = SV hL,

を使った．さらに相似解を代入して (θ, φ) に関する積分を実行
すると，上記等式 (59)は次式に帰着する：

hL =
4

3
π

[
Iw − 1

k
(I1 + I2)

]
. (60)

ここに

Iw = K(φ
(1)
Ua|r=1) ⟨ζr(ζ2 − ζ2r )φ

(1)
Ub ⟩|r=1, (61a)

I1 =

∫ ∞

1

r2
∑
t=θ,φ

⟨φ(1)
UaJ (ζtφ

(1)
Ub , ζtφ

(1)
S )−⟩dr, (61b)

I2 =

∫ ∞

1

r2
∑
t=θ,φ

⟨ζtφ(1)
UbJ (φ

(1)
Ua, ζtφ

(1)
S )−⟩dr. (61c)

式 (60) の右辺に現れる Iw，I1，I2 は，ϵ の 1 次の解に関する
ϕ
(1)
Ua，ϕ

(1)
Ub，ϕ

(1)
S のみを使って表されていることに注意する．

従って，この等式を ϕ
(1)
Ua，ϕ

(1)
Ub，ϕ

(1)
S から hL を求める公式とみ

ることで，hL を ϵの 2次の問題を解くことなしに計算すること
が可能になる．
本節で導出した hL の表現公式 (60)（あるいは式 (59)）は対
称関係 (55)を論拠としている．命題の中で触れたとおり，領域
が非有界である問題では解の遠方おける漸近特性の評価が重要
となる．より詳しい解析 (5) によれば，ϕI = ϕ†

U，ϕII = ϕ
(2)
US に

対して

|ϕβ − Iβg | = aβi ζi +O(r−2), |aβi | = O(r−1), r ≫ 1, (62)

（β = I, II）と評価することができ，脚注*7の条件が成立する．
文献 (15) では弱い摂動を受けた弱非線型系における類似のアプ
ローチが議論されているが，非有界領域の場合の議論の適用範
囲については言及されていない．

6. 揚力関数 hL の k に対する依存性
ϕ
(1)
U ，ϕ(1)

S の問題（4.1節）を解くことで関数 ϕ
(1)
Ua，ϕ(1)

Ub，ϕ
(1)
S

を数値的に得て，それを用いて式 (61)より hL を計算する．本
研究では広範囲の k に対して hL の変化をみるために，より計
算負荷の小さい BGKモデルを用いた（付録 A）．
計算によって得られた hL を k の関数として Fig. 2 に示す．
図中の ◦が数値計算結果を表しており，kの増加とともに hL が
単調に減少することがわかる．図中には Navier–Stokes 方程式
にもとづく結果 (1)（hL = 2π：実線）と自由分子流（k → ∞）
における結果（hL = − 4

3π：一点鎖線）も示している．数値的
に得られた hL は各々の極限において対応する値に漸近してい
る．また，hL が丁度 hL = 0 を横切る k の値を k∗ とすると，

hL

k

Rubinow & Keller (1961)

Asymptotic formula

0.710

10
-2

10
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10
0

10
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10
2
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8

Fig. 2 hL vs k for the BGK model under the diffuse

reflection condition. The dashed curve shows the

asymptotic formula (63).

k∗ ≈ 0.710と求められた．k∗ は負のマグナス力の発生する kの
閾値となる．
k ≪ 1 における hL の挙動に対するさらなる情報を得るた
めに，公式 (60) に ϕ

(1)
Ua，ϕ

(1)
Ub，ϕ

(1)
S の k ≪ 1 に対する漸近形

(7, 11) を代入した．その結果，hL の漸近表示が以下のように得
られる：

hL = 2π(1 + 3 k0k +O(k2)), k ≪ 1. (63)

ここで k0 はすべりの係数と呼ばれる定数でその数値は

k0 =

{
−1.25395 (剛体球分子),

−1.01619 (BGKモデル),
(64)

と求められている (7)．漸近表示の (63)の初項はNavier–Stokes

方程式の結果と一致している．数値的に得られた hL は k が小
さいとき式 (63)とよく一致する．

7. おわりに
本稿では回転球を過ぎる流れが球に及ぼす揚力を分子気体力
学の枠組みで調べた結果をまとめた．ここでは Reynolds 数が
小さい流れを対象に，広い範囲の Knudsen数における揚力を調
べることを目的とした．得られた主な知見を以下にまとめる．

1. 球に働く揚力は Rubinow と Keller の表式に因子を乗じ
た次の形にかける：

FL = πρ0a
3(v∞ ×Ω0) h̄L. (65)

ここで因子 h̄L(= hL/2π)は Knudsen数 Kn（k）に依存
する．BGK方程式（と拡散反射境界条件）にもとづく計
算の結果，Knが 0から∞の間を動くとき h̄L は 1から
− 2

3 まで単調に減少する．
2. h̄L は Knがある閾値 Kn∗ をこえると負に転じる．BGK

モデル（と拡散反射）にもとづく計算では Kn∗ = 0.801

（k∗ = 0.710）である．
3. Kn ≪ 1 に対する hL(= 2πh̄L) の漸近表示を得た［式

(63)］．
4. 線形化ボルツマン方程式の対称関係は弱い非線型による
効果を計算するのに有用である．
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付録 A BGKモデル
Boltzmann 方程式の BGK モデル (8, 9) はよく知られている

（例えば (6, 7)）．ここでは L，J の具体形［式 (4)］の具体形を
示す．

LBGK(ϕ) = ge(ϕ)− ϕ, (66)

J BGK(ϕ) = (1 + ω)(ϕe − ϕ)− LBGK(ϕ)

= (1 + ω)(ϕe − ge) + ωLBGK(ϕ). (67)

ここで

ge = ⟨ϕ⟩+ 2ζi⟨ζiϕ⟩+
(
ζ2j − 3

2

)
2
3

⟨(
ζ2j − 3

2

)
ϕ
⟩
, (68)

ϕe = E−1 1 + ω

π3/2(1 + τ)3/2
exp(− (ζj − uj)

2

1 + τ
)− 1, (69)

であり，式 (67) および (69) 中の ω，ui，τ は式 (10) で定義さ
れているものである．
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