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コンパスの意義と代数的思考様式の展開	

――初期デカルトの数学論を中心に――	

 
池田 真治 

 
はじめに	

	

	 一六一九年頃、青年デカルトは算術と幾何学を統一する「まったく新しい学」

を構想していた。この時期に書かれた作品と推測される『思索私記(Cogitationes 
Privatae)』1には、その新しい学問を支えるべき二つの手法として、定規やコン

パスなどの数学的器具を用いて幾何学的問題を解く機械的手法と、コス記号を

用いて高次の方程式を解く代数的手法とが混在している。 
	 抽象的な代数が発展した現代から見ると、必ずしも自明ではないこれら二つ

の手法のあいだに、デカルトは一体どのようなつながりを見ていたのか。本論

の目的は、初期デカルトにおける数学的道具の使用を分析することを通じて、

デカルトにおいて代数的手法が持つ意味、すなわちデカルトにとっての「代数

的思考様式」とは何かを考えることにある。 
	 デカルトの画期的な数学的業績として、しばしば解析幾何学の確立が挙げら

れる。それは一六三七年の『幾何学』において結実する「幾何学の代数化」を

指している。幾何学への記号的思惟の明示的な導入によって、その後の抽象数

学への道を切り拓いた功労者として、デカルトの名を挙げることに誰も異論は

ないであろう。しかし、デカルトを代数的思考の祖であるかのように解釈でき

ないことも、現代では常識となっている。実際、すでにヴィエトにおいて記号

代数学は開花していたし、フェルマーにおいて幾何学と代数学との結合はなさ

れていた。また、純粋な抽象代数を『幾何学』で展開したわけではなく、本論

で分析するように、デカルトにとって代数の使用は、機械的曲線を描く運動の

本性と不可分なものである。したがってまた、デカルトの代数的思考は、その

曲線を描くところの数学的器具の使用と密接に結びついている。ここには、ラ

イプニッツが「盲目的思惟」として提示するような、記号を用いた純粋な代数

的方法は、いまだ見出せないように思われる。しかし、逆から見れば、まさに

数学的器具と不可分な代数幾何学にこそ、デカルトに特有の「代数的精神」と
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でも言うべきものがあったのではないか。 
	 こうして本論は、デカルトの代数的思考様式は、数学的器械がもつ機械的運

動と密接に結びついている点にオリジナリティがあると主張する。しかし、そ

のことで、デカルトの代数的精神が、数学的器械に紐つけられた仕方でしか理

解できない、ということを主張したいのではない。代数化およびそれに伴う抽

象化によってしか見えてこない幾何学的性質があることを、デカルトは認識し

ていた。その証拠として、一六一九〜三〇年までに書かれた、『立体の諸要素に

ついての練習帳(Progymnasmata de Solidorum Elementis)』2を挙げることが

できる。デカルトはそこで、正多面体がもつ量的性質を分析し、オイラーによ

って定式化されたあの有名な公式に、あと一歩のところまで接近する重要な定

理を確立する。さらにこのテキストでは、伝統的なコス式の記法を用いている

が、現代的な記法や代数的思考様式も同時に見られる。そこに、青年デカルト

が示したもっとも革新的な代数的精神を見ることができる。 
	 	 そこで本稿では、デカルトの代数的思考様式とコンパスの関係について、

デカルトの代数的精神の萌芽がすでに見られ、かつ、数学的コンパスが幾何学

的問題を解く上で重要な方法論的位置づけを示す作品である、『思索私記』およ

び『立体の諸要素についての練習帳』において分析する。また、これらを『幾

何学』におけるメソラボス・コンパスと代数方程式の位置づけと比較考察する

ことによって、デカルト的コンパスがデカルトの代数幾何学の展開においても

つ意義を明らかにしたい。 
 
	 	 	 デカルトの「新しいコンパス」	

 
	 本節では、初期デカルトの代数学における数学的器具の使用を分析する。一

六三七年の『幾何学』において、デカルトが数学的器具を用いて連比の作図を

する様子が描かれていることは良く

知られている。その数学的器具とは、

いわゆる「メソラボス・コンパス」で

ある（図１参照）3。 
	 これは端的にいえば、比例中項を求

めるコンパスである。今、YZ を固定
し、Yを軸にして YXを開いてゆくと、

図１	
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定規がそれぞれ連鎖的に押し合って滑っていく。このとき、単位として選ばれ

た線分 AY(=BY)と開いた角に応じて、線分 CYが与えられる。こうして相似な三
角形の性質に基づき、自動的に求めたい比例中項が得られる。 
	 代数的に考えると、この図形は、 

BY:CY = CY:DY = DY:EY = ⋯⋯ 
という連続的な比例を構成している。したがって、BYの長さを１とし、そして

開いた角度によって与えられる CYの長さを𝑎とすると、上の連比は、 
1:𝑎 = 𝑎:𝑎! = 𝑎!:𝑎! = ⋯⋯ 

という「幾何学的計算」に置き換えることができる。「線への還元」である。 
	 このように、デカルトが幾何学と代数学を統一する過程には、コンパスとい

う数学的道具が不可分に関わっている。デカルトはすでに一六一九〜二〇年頃

に書かれた『思索私記(Cogitationes privatae)』において、「新しいコンパス」
に関して論じている。残念ながら、『思索私記』のデカルト自身によるオリジナ

ルな原稿はすでに失われている。デカルトの没後、クレルスリエが保管してい

た原稿を、パリに滞在していたライプニッツが一六七六年六月に筆写した。一

九世紀半ば、フーシェ・ド・カレーユがライプニッツ写本に基づき、トランス

クリプションと翻訳を出版する。しかし、ライプニッツ写本もまたその後、行

方不明になってしまった。こうして、現在われわれの手元に残された唯一にし

て事実上の原典は、カレーユ版である。したがって、本来含まれていたであろ

う全体の内容は不明であるが、写本ではその数学的器具について詳しく論じて

いる箇所が残されている。そこで以下では、デカルトの『思索私記』における

「新しいコンパス」の着想を手がかりに、デカルトの数学論における数学的道

具の位置づけを探ってみたい。 
	 『思索私記』では、一見とりとめのなさそうな断片的考察が続く中で、一際

まとまっていてそれなりに分量もあるのは、三次方程式とそれらを解くための

コンパスの使用法について書かれた部分である4。そこでは、三次方程式を解く

ためのコンパスが三つ提示される。さらに、角を任意の等しい部分に分割する

ためのコンパスについても書かれている。実際に考察されている問題は、角の

三等分の問題であるが、デカルトはここで角を三等分する新しいコンパスを提

案している。後述するように、重要なことは、これらのコンパスが、単一の連

続運動によって生じる曲線を描くために用いられていることである。 
	 注目すべきことに、『幾何学』に登場したメソラボス・コンパスは、すでにこ



 4 

の『思索私記』に登場している（図２

参照）5。その筆写をしたライプニッ

ツは、欄外注に、これが「デカルトの

『幾何学』において問題となっている

比例的な二つの中項を見出すための

メソラボス・コンパスのことである」

と明確に述べている。 
	 一六一九年半ば、デカルトはオランダのブレダから南ドイツへ旅をする。当

時のノートや書簡は、彼が三次方程式に関心を持っていたことを示している。

たとえば、一六一九年三月二六日付のベークマン宛書簡でデカルトは次のよう

に述べる。 
 
私がこの地［ブレダ］に帰ってきて 6日になりますが、今までになく熱心に
私のムーサと付き合っています。その結果、私のコンパスのおかげでこの短

い期間に、まったく新しい際だった四つの証明を見出しました。6 
 
四つの証明のうち、一つは角の任意等分割に関するものであり、残り三つが三

次方程式に関するものである。デカルトがベークマンに述べている「三種の三

次方程式」は、角の任意等分割と共に、デカルトが考案した新しいコンパスに

関係する。そのコンパスについては、『思索私記』に詳しい記述が見られる。 
 
	 	 	 角の三等分をするコンパス	

 
	 そこで、デカルトが『思索私記』で初めて提案した、角を任意等分する新し

いコンパスに注目してみたい。デカルトが実際に提示しているのは、角を三等

分するコンパスである。角を三等分するコンパスが得られれば、そこから角を

任意等分するコンパスが導かれることは容易に想像できるからである。 
	 「任意に与えられた角を三等分せよ」という問題は、古代ギリシア数学に由

来する伝統的問題である。それは、「与えられた正立方体のちょうど二倍の体積

を有する正立方体を作れ」というデロス問題、および「与えられた円と同じ面

積を有する正方形を作れ」という円積問題と並ぶ、初等幾何学の三大作図問題

の一つに数えられる（結局、どの問題も根本的には円積問題に帰すことができ

図２	
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る）。 
	 しかし、その問題の解決がなされたのは、ようやく一九世紀になってからだ。

しかもそれは、「定規とコンパスを有限回用いる作図法によっては、任意の角の

三等分線を引くことは不可能である」という否定的な解決を迎える。他の二問

題も同様に否定的解決がなされている。 
	 角の三等分は、三次の代数方程式で表すことができる。すなわち、角の三等

分問題は「角の三等分方程式を解け」という問題に帰される。 
	 それは、 

𝑥! − 3𝑥 − 𝑎 = 0 
という方程式である。角が与えられたものなので、 𝑎 は所与の長さである。こ
の 𝑥 について求めることができれば、角の三等分ができたことになる。しかし、
定規とコンパスを有限回用いたのでは、任意の𝑎について、この三次方程式を解

くことはできない。 
	 例えば、60°という角は、三等分不可能であることが証明できる。つまり、
与えられた角が 60°のとき、角の三等分方程式は解を持たない。与えられた角
が 60°のとき、𝑎 = 1である。したがって、角の三等分方程式は、 

𝑥３ − 3𝑥 − 1 = 0 
となる。証明は、この方程式が有理数の根 !

!
 を持つと仮定した背理法による7。 

	 数学史を紐解くと、角の三等分が証明できたと主張する「角の三等分屋」が

多くいたそうである。では、デカルトもまた「角の三等分屋」の一人にすぎな

いのだろうか。しかし、角の三等分が証明できないのは、あくまで通常の定規

とコンパスを用いた場合であり、特別な数学的器械などを用いた場合はその限

りではない。実に、デカルトが構成したコンパスは、伝統的な「定規とコンパ

スによる作図」からは外れる特別な数

学的器械であり、これを用いれば角の

三等分は確かにできるものなのである。 
	 まずはデカルトの原文を見てみよう。 
 
次のようなコンパスがあるとしよ

う［図３参照］。すなわち、𝑎𝑏, 𝑎𝑐, 

𝑎𝑑, 𝑎𝑒は、点𝑓, 𝑖, 𝑘, 𝑙で等しく分割さ
れた葉である。同様に、𝑓𝑔は𝑎𝑓な

図３	
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どに等しい。それから、角𝑏𝑎𝑐, 𝑐𝑎𝑑および𝑑𝑎𝑒は常に等しいが、そのうちの
ひとつは他のものが動かされることなし

には増えたり減ったりすることができな

いものとする。したがって、角𝑏𝛼𝑥が分割
されたとしよう。すなわち、線𝑎𝑒を𝛼𝑥の
上に結びつける。そこではその線を不動

の状態に保ち、線𝑏𝑎を部分𝑏の方へと上昇
させると、それは𝑎𝑐と 𝑎𝑑を自ら引き、点
𝑔から描かれる線𝛾𝛿𝜀が得られる［図４参

照］。 

次に、𝑛𝛼が𝑎𝑓に等しいとせよ。また点 𝑛 から円の部分θδ𝑜が導かれるように
し、さらに𝑛θも𝑓𝑔に等しくなるようにとれ。このとき、線αδ は角を三つの
等しい部分に分割すると私は言う。こうして、コンパスが多くの葉をもって

いれば、角 はそれだけ多くの部分に分割することができる。8 

ここでデカルトが新しいコンパスを用いてどのように角の三等分を行おうとし

たのかについては、H. J. M.ボスおよびM.セルファティが詳しく分析している9。 
	 セルファティは『思索私記』における角の三等分を明快に説明している。 
 

6つの点𝑓,𝑔, 𝑙, ℎ, 𝑘, 𝑖 は節点であり、それらの上に 2つの菱形が構成される。
いま与えられた角の端に合うようにコンパスの外側にある二本の枝を開く

とき、内部にある二本の枝は求められている角に位置するようになり、それ

は与えられた角の三等分に相当する。10 
 
	 他方でボスは、デカルトの証明が、器具について説明する部分と、器具によ

る作図をしている部分に分かれていることを見ている11。以下その要点を述べる。 
	 まず器具の説明であるが、𝑎𝑏と𝑎𝑒はコンパスの外側の枝であり、𝑎𝑐, 𝑎𝑑は内
側の枝で、それぞれ𝑎を軸として位置を変える。線𝑓𝑔が𝑎𝑓, 𝑎𝑘, 𝑔𝑘, 𝑎𝑖, ℎ𝑖, 𝑎𝑙, 
ℎ𝑙と等しいとする。ここで、𝑓𝑔の長さは任意である。このとき、この器械の構
成から、角𝑏𝑎𝑐, 𝑐𝑎𝑑, 𝑑𝑎𝑒が互いに常に等しいことが明らかである。なぜなら、

⊿𝑎𝑙ℎ,⊿𝑎𝑖ℎと⊿𝑎𝑓𝑔は二等辺三角形であり、互いに合同だからである。 
	 次に作図であるが、それは三等分したい角𝑏𝛼𝑥に対し、このコンパスを当ては

図４	
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めるだけで与えられる。𝛼𝑥が与えられた線だとし、𝑏𝛼𝑥が与えられた角だとする。

𝛼𝑥の上に器具の枝 𝑎𝑒を固定して、角𝑏𝛼𝑥まで枝 𝑎𝑏を広げよ。さすれば、先の器
械の構成から直ちに∠𝑏𝑎𝑐 = ∠𝑐𝑎𝑑 = ∠𝑑𝑎𝑒となり、角の三等分が得られる。 
	 デカルトが数学的器具を用いた作図証明を行っているのは、器具が求められ

る図形を作図するのに十全であれば、その器具によって作図された図形がもつ

性質も一般性をもつ、という含意があろう。実際、この器具が作製できたなら

ば、そこから直ちに角の三等分が作図できることは明白である。与えられた角

に沿ってこの器械を当てはめれば、自動的に角の三等分が得られるように器具

が構成されていたのだから、証明はそこから直ちに帰結するというわけである。 
 
	 	 	 新しいコンパスの意義 
 
	 では、デカルトの新しいコンパスの意義はどこにあるのだろうか。一六一九

年三月二六日付のベークマン宛書簡に新しいコンパスへの言及がある。 
 
ある問題は直線あるいは円だけを用いることによって解くことができます

が、他の問題は［円以外の］他の曲線を用いなければ解くことができません。

しかし、この曲線は、一つの運動から生じるので、円を描く通常のコンパス

に劣らず正確で幾何学的と思われる、新しいコンパスによって描くことがで

きます。そして最後に、他の問題は、その間に従属関係のない互いに異なっ

た運動によって描かれた曲線によってのみ解くことができますが、それはま

さに想像的な線に過ぎません。よく知られた円積線がそうしたものです。12 
 
	 デカルトはここで、幾何学的曲線に関する重大な基準変更を主張している。

「直線あるいは円」すなわち「定規とコンパス」に基づく作図のみが幾何学で

許容可能な図形だとする古代ギリシアの基準を拡大し、自らが考案した「新し

いコンパス」によって描かれる図形もまた、一つの運動から生じるのであるか

ら「幾何学的」だとするのである。他方で、円積線など異なる複数の運動によ

って描かれた曲線は「想像的」な線にすぎないとして区別している。ここに、

後の一六三七年の『幾何学』第二巻で提示される、幾何学的曲線と機械的曲線

の前段階的な定義が見られよう。ケプラーが伝統主義者として幾何学を直線と

円（したがって定規とコンパス）による幾何学的構成に制限したのに対して、
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デカルトは伝統にとらわれず、厳密性に関する自らの規準に基づいて幾何学的

構成の概念を拡張するのである13。  
	 一六一九年四月二三日付のベークマン宛書簡にも「新しいコンパス」への言

及がある。 
 
先の手紙で私が発見した他のことがらについては、実際それらを新しいコン

パスを用いて発見したのであり、その点には間違いありません。しかし、そ

れを断片的にお話することはいたしません。なぜなら、このことに関して私

はいつか一冊の書物全体を準備することでしょうから。14 
 
後の『幾何学』へとつながることになった新しいコンパスによるまとまった書

物について、デカルトはこの頃からすでに準備していたのである。 
	 ここでデカルトが行っていることの意義は、代数としては特に新しい技術を

示したわけではないが、代わりに新しい数学的器械を考案したことによって、

幾何学的曲線と機械的曲線を厳密に区別していることである。新しいコンパス

について、デカルトが一六一九年三月二六日付けのベークマン宛書簡で述べた

ように、デカルトが曲線を許容する基準は、単一の連続運動によって生成され

ているかどうかである。そこで描かれるデカルトによる三種の曲線の分類は、

古代ギリシア的な幾何学的・機械的曲線のカテゴリーとはもはや明確に異なる。

後にデカルトは『幾何学』第二巻の冒頭で、古代の曲線の分類があいまいだと

して批判することになるが、そこでも、曲線が単一の運動によって作図されて

いるかどうかが、デカルトにとって重要な基準である。異なる別々の運動によ

って生じる超越曲線は、許容可能な曲線から除外されるからである。こうして、

数学的器械がもたらす一つの連続運動によって生成される曲線が、そしてそれ

らのみが、デカルトにとって幾何学的に許容可能な曲線となる15。 
 
	 	 	 『幾何学』におけるコンパスと代数的思考様式	

 
	 一六三七年に出版された『幾何学』でも、比例中項を求める方程式とデカル

トのコンパスとのつながりは明白に表明されている。すなわち、『幾何学』にお

いても幾何学的に受容可能な曲線の基準として、三角定規とコンパスによって

作図されたもの、したがって、単一の連続運動によって描かれていることが挙
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げられている。セルファティは、この意味では、デカルトにとって知ることと

は構成することであり、その代数的見かけにもかかわらず、デカルトは古代ギ

リシア幾何学の意味での構成主義者の代表者であると見ている。 
	 しかし他方で、数学的器具に基づく連続運動という青年期デカルトの基準に

加えて、代数方程式の根を構成する可能性に基づく代数学的基準も『幾何学』

には混在しているとセルファティは分析する。デカルトは『思索私記』におい

て、数学的器機の使用によって曲線の領域を限定した。つまり、デカルトが開

発したコンパスと定規によって描かれうる図形が、数学的に許容可能な曲線で

ある。しかし、この青年デカルトがとった基準は、『幾何学』における代数学的

基準と衝突するものである。代数学的基準では、幾何学において受容可能な曲

線とは、その代数方程式をもつものである。こうして『幾何学』においては、

代数的思考が数学的器械によって描かれる連続運動に依存しているという側面

をもつ一方で、代数的思考が幾何学の具体的な図形の作図から独立していると

いう局面も同時に含んでいる、ということになる16。 
	 他方で、C.ラブエルやボスらにとって、この二つの基準は一見対立的ではあ
るが、デカルトにおいては両立可能なものである。ボスはデカルトにとっては

二つの基準が双方ともなくてはならないものであったとする。デカルト自身は、

証明なしに論点先取をする仕方で、これらの基準が同値になることを認めてい

る。彼らに対してセルファティは、これらの基準の対立を深刻に受け取る。た

とえば、デカルトはベークマン宛書簡以来、平面曲線を幾何学的曲線に分類し

ているが、これには円積問題の平面曲線など、一つの連続運動によっては構成

できないものも含まれるので、ここには奇妙さがあるというのである。 
	 本節をまとめよう。デカルトは、青年期において幾何学の領域を、新しいコ

ンパスに基づいて構成される曲線に限定した。そこでの代数的思考は、単一の

連続運動をする数学的器械と密接に結びついているものだった。『幾何学』に至

って、幾何学的曲線は同様にデカルト的コンパスによって描かれるものとされ

つつも、新たに代数方程式として表現されるものという基準として明確に表明

されるようになった。このダブル・スタンダードをめぐって様々な解釈がある

が、少なくともデカルトにおいては、これらが矛盾をきたすとは考えられてい

なかったようである。 
	 青年期のデカルトは、ベークマンの影響を受けて、機械学と幾何学の対応を

考えていたが、『幾何学』では明確にこれらが区別される。すなわち、「人の手
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になる作品の正しさが要求される機械学」と「推論の正しさだけが求められる

幾何学」である17。この言明から、この時期のデカルトが幾何学に求めていたの

が、あくまで「推論の正しさ」にあったのであって、数学的道具やその運動の

本性に幾何学の領域を限定させることにあったのではないと考える。 
 
	 	 	 コス式記法から指数表記へ	

 
	 『思索私記』におけるコス式の記法の使用は、しばしば注釈者たちによって、

クラヴィウスの『代数学(Algebra)』(1608)に由来するものと考えられてきた。
そのテキストが、少年デカルトが教育を受けたイエズス会派のラ・フレーシュ

学院において主要な参考書だったからである。 
	 『立体の諸要素についての練習帳』（以下『立体論』）でも、一貫して未知項

の表現にはコス記号が用いられている。作成時期の観点からは、デカルトがド

イツに旅した際、ペーター・ロートの著作や、ファウルハーバーなど当時のド

イツの数学者たちから大きな影響を受けた可能性が指摘される18。 
	 しかし、一六三七年の『幾何学』において、コス記法はすでに放棄されてい

る。しかも、デカルトは『規則論』において、冪に対する指数表記をすでに持

っていた19。『規則論』の作成時期には諸説あるが、多くの注釈者たちが認める

ように『規則論』の第二部が一六二八年頃に起草されたとすると、『思索私記』

や『立体論』が書かれたのはそれ以前であるというのがもっともらしい。 
	 『立体論』では、コス式の記法が用いられているとはいえ、現代的な代数的

思考様式が同時に見られる。というのも、『幾何学』において達成される、異種

間の計算を認めないアリストテレス主義的な数学の伝統から離脱し、異なる次

元間の計算を可能にすることを、デカルトはすでに達成しているからである。 
 
そこから、このわれわれの数学の進展に注意すると、n, n2, n3などは、図形

すなわち線・平方・立方に結びつけられているわけではなく、それらによっ

て異なる測量の種類が一般的に描かれているのである。20 
 
n, n2, n3は、原文ではライプニッツ流のコス記法で書かれており、デカルトが用

いていたであろう一般的なコス記法では、それぞれ , , に対応する。この

引用の意味をもう少しわかりやすく咀嚼するならば、n, n2, n3が式に現れるから
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といって、それら各々がただちに線、平面、立体に結びつけられていると考え

てはならず、式全体によって立体図形が表されていると見るべきである、とデ

カルトは注意しているのである21。  

	 	 	 『立体の諸要素についての練習帳』における代数の使用とその成果 

	 前節でも触れた『立体の諸要素についての練習帳 (Progymnasmata de 
soliderum elementis)』（以下、『立体論』）は、デカルトが一六一九年から二一
年頃（遅くとも一六三〇年頃まで）に執筆した、未完の遺稿である。これも、

デカルト直筆の原本は現存しない。後に一六七六年にライプニッツが原稿の写

しを作成し、その冒頭に Progymnasmata de Solidorum Elementis excerpta ex 
Manuscripto Cartesiiと書いた22。それにしたがえば、本テキストの題名は『デ

カルトの草稿から抜粋した立体の諸要素についての練習帳』とでも訳されるべ

きものである。 
	 テキストは三部構成である。第 I部では多面体の一般的性質および多面体と頂
点・面・角の個数との関係が扱われる。そこでは、オイラーの公式に接近する

定理が確立される。第 II部では、平面に関する図形数の概念を、五つの正立体
に関して拡張した多面体数の研究がなされる。そして第 III 部は第 II 部で得ら
れた結果に関する公式表となっている。デカルトはここで、プラトン的立体 5
個と、（本来 13 あるが、自ら発見しえた）11あるアルキメデス的立体（準正多
面体）のうち 9 個について、多面体数に関する公式をコス式の代数方程式で与
えている。 
	 以下では、第 I部に焦点を当てる。デカルトは冒頭で、立体角の概念を導入す
る。立体角は平面角の概念を多面体に拡張したものであるが、デカルトは明ら

かにユークリッド『原論』における立体角の定義を踏襲している。それによれ

ば、立体角とは「同一平面にない 3 つ以上の平面が 1 点を共有するとき、これ
らの平面によって囲まれた部分」である23。ただ、ユークリッドは立体角の大き

さをどのようにして測るのかを与えていない。平面角はその角を中心点とする

単位円に対してその平面角が切り取る円弧の長さで測られるが、デカルトはそ

れを立体的に拡張し、立体角はその頂点を中心とする単位球面に対してその立

体角が切り取る表面積で測られるとするのである。 
	 プロクロスは「n角形の内角の総和が 2(n − 2)直角となる」ことを示し、さら
に「任意の多角形の外角の総和が 4直角（すなわち 360度）になる」という平
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面幾何学に関する命題を証明した。デカルトはその立体幾何学版である「立体

外角の総和は 8直角（すなわち 720度）になる」という命題（デカルトの定理）
を、証明なしに導いている。 
	 ここでプロクロスやデカルトが直角を単位とするのは、ユークリッドが直角

を基本的な角とみなし、平面角の大きさを、直角を単位に測るからである。例

えば三角形の内角の和は 2直角、正 5角形の内角は 5分の 6直角である。 
	 他方で、立体外角というのは、当該立体の頂点（すなわち立体角）を形成し

ている面（すなわち多角形）を、平坦な展開図として広げたときに形成される

不足角のことである。デカルトの『立体論』の中で最も重要な結果が、この多

面体の不足角についての定理であると評価する者もいる24。 
	 例えば立方体であれば、それぞれの頂点で形成される立体外角（不足角）は 90 
度であり、頂点は全部で 8個あるので立体外角の総和は 720度である。また、
正 20面体であれば、立体外角は 36度であり、頂点は 20個あるので、同じく立
体外角の総和は 720度である。 
	 このことを一般化し、デカルトは次の定理を得ている。 

4S− Σ = 8. 
	 こうして第一部におけるデカルトの研究成果は、 

Σ = 4S − 8 ··· (1)  
および 

2A−4F = Σ··· (2) 
に集約される。ただし、Σは平面角の総和、S は立体角（ないし頂点）の数、A

は平面角の数、F は面の数であるとする。すなわち(1)「直角を単位とした場合
の平面角の総和は、立体角の数の 4 倍から 8 を引いたものに等しい」。また (2)
「平面角の総和は、平面角の数の 2 倍から面の数の 4 倍を引いたものに等し
い」。 
さらにデカルトは 

A = 2R··· (3) 

つまり「平面角の数は辺の数の 2倍に等しい」を得ている。われわれは(1)~(3)
から、オイラーの公式 𝐹 + 𝑆 = 𝑅 + 2を容易に得ることができる。 
	 第 I 部においてデカルトは 5つの正立体しか存在しないことの代数学的な証
明もまた与えている。ユークリッドはその『原論』においてプラトン的立体が 5
つしか存在しないことの幾何学的証明を与えたが、最初にその代数学的な証明
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を与えたのはデカルトである25。 
	 デカルトは完全な証明を与えていないが、正多面体が F 個の面と S 個の立体
角（すなわち頂点）を持っていれば、2S − 4と 2F − 4とがともに整数でなけれ

ばならないことを得ている。デカルトの定理(1)より、多面体のあらゆる平面角
の和 Σは(2S − 4)という因数で定義される 2直角の倍数であることが分かってい
る。多面体が正則ならばそのすべての面は等しく、同じ 2 直角の倍数であるは
ずであり、同じ和 Σが面の数の倍数であるはずである。したがって、2S − 4は F
の倍数である。 
	 デカルトは、sを各平面の頂点(ないし辺)の数とすると、(s − 2) · F = 2S − 4 で
あることも得ている。よって、s · F – 2S = 2F − 4。  
	 正多面体はすべて等しい立体角をもつので、s · F（すべての平面がもつ頂点の
総数）は Sの倍数でなければならない。それゆえ、(2F − 4)も Sの倍数である。 
	 これらから 2S – 4 = pFと 2F – 4 = qSが得られる。ただし条件より p, qは自然
数である。 
	 これらを整理すると、次の結果を得る。 

S = !(!!!)
!!!"

, F = !(!!!)
!!!"

. 

ここで分母に注目すると、4− 𝑝𝑞 > 0 を満たしうる自然数の組 (p, q) は、(1, 1), 
(1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1)しかないことがわかる。したがって、それぞれの組に
対してS = 4, 6, 8, 12, 20 であり、同様にF = 4, 8, 6, 20, 12である。このことは、
正多面体が5個しか存在しないことを示している。 

	 	 	 『立体論』の意義	

 
	 以上見たように、この原稿が注目されるべき第一の理由は、立体がもつ代数

的性質について、デカルトによる独創的な発見が提示されているからである。

後にオイラーは凸多面体に関する公式、𝑉 − 𝐸 + 𝐹 = 2すなわち「頂点の数−
辺の数+面の数＝2」を見出すことになるが、デカルトはこの定理に後一歩のと
ころまで迫る重要な関係を発見したのである。 
	 第二に、『立体論』は、コス式記法を用いた多面体についての代数的研究とし

て、デカルトの代数的思考様式の展開を知る上でも極めて貴重な資料である。

デカルトが『立体論』で行っている「代数的」手法による立体の公式や定理の

確立は、しばしばデカルトの業績として取り上げられる解析幾何学の高次方程
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式における代数の使用とは、着眼点が明らかに異なっている。デカルトは、み

ずからの代数的精神に基づき、若い頃に学んだコス式記号などを巧みに利用し

つつ、立体の計量的側面に焦点を当て、それらの代数的公式を導きだすことに

成功した。プラトン的立体が 5 つしか存在しないことの代数学的証明も、デカ
ルトが最初である。 
	 第三に、プラトンやケプラーと比較すると、デカルトの『立体論』にはいか

なる神秘的な前提も、余計な哲学的憶測も介在していない。それは、神秘主義

的数学からの解放を示す、純粋な数学的論考である。プラトンの『ティマイオ

ス』やケプラーの『宇宙の神秘』及び『宇宙の調和』と異なり、正多面体に対

して元素との関係を示唆するようなことはない。彼らにとっては、正多面体を

宇宙の構成要素とみなして、宇宙の数学的構造を説明することが目的であった。

それに対し、デカルトの『立体論』には、数秘術的な色彩や、何か形而上学や

自然学ないし宇宙論と結びつけて論じているところはない。それは、幾何学的

立体の計量的性質そのものを研究の目的とする、多面体の純粋な代数学的研究

である。 
	 クロムウェルは、次のように評している。「デカルトは多面体を一般論から研

究した最初の人であった。それより以前は、人々は特定の多面体の例に興味を

示したり、いくつかの多面体の間に共通した性質を研究し、すべての多面体の

集合を全体として調べるというアイデアはどの研究者にも思い浮かばなかった

ようである」26。デカルトは代数学の手法を、単に個別的な問題の解法としてで

はなく、幾何学的図形の一般的な性質や構造の探究に用いた。もし公表されて

いれば、近代の抽象数学への道をさらに加速させたことは疑いない。 
 
	 	 	 結論	

 
	 『思索私記』において、デカルトの代数的思考は、デカルトにとっての幾何

学的厳密性を満たす曲線を描く、コンパスという数学的器械の単一な連続的運

動と密接に結びついていた。またそれは、推論の正しさを純粋に追求した『幾

何学』においても、部分的に継承されていた。『思索私記』および『立体論』で

は、コス式の記法が用いられている。しかし、それが表す次元に対応する図形

に結び付けられているのではなく、式全体によって図形が表現されているもの

とする、現代的な見方も示している。『立体論』では、オイラーの公式の明示的
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な導出には至っていないが、デカルトはその解析幾何学の手法を駆使して、多

面体という幾何学的図形について一般的に成り立つ代数学的性質を発見した。

それは、多面体の計量的性質に関する純粋な代数学的研究である。その意味で、

『立体論』は『幾何学』の成立過程からは独立した作品である。われわれはこ

れら初期デカルトの数学的著作のうちに、後の『幾何学』とはまた異なる観点

から、デカルトの代数的思考様式の展開を見ることができよう。27 
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