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今回の話

論文 [9]

S.Iwao, ”Neutral-fermionic presentation of the K-theoretic
Q-function,” Journal of Algebraic Combinatorics (2021),
https://doi.org/10.1007/s10801-021-01064-4

の内容を紹介
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背景

GQ 関数とはシューアの Q 関数の K 類似である。
Lagrangian Grassmannian の K 理論から導出。(Ikeda-Naruse [5])

“対称グロタンディーク多項式の C 型 version.”
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K -Q 関数について（先行研究）

シューアの Q 関数の一般化と呼べる数々の性質を持つ。

excited Young diagramを用いた組み合わせ論的解釈 [2, 6]

パフィアン公式 [3, 4].
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Ikeda-Naruseによる定義

定義 (Ikeda-Naruse [5])

GQλ(x1, . . . , xn)

=
1

(n − r)!

∑
w∈Sn

w

[
[[x1]]

λ1[[x2]]
λ2 · · · [[xr ]]λr

r∏
i=1

n∏
j=i+1

xi ⊕ xj
xi 	 xj

]
,

w ∈ Sn は変数 x1, x2, . . . , xn に作用。
ここで β をパラメータとし、

x ⊕ y = x + y + βxy , x 	 y =
x − y

1 + βy
.

a > 0に対し [[x ]]a = (x ⊕ x)xa−1 とする。a = 0のときは [[x ]]0 = 1。
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方針

Theorem (Hudson-Ikeda-Matsumura-Naruse [4, Theorem
5.21])

λを長さ r の strict partition, r ′ を r 以上の最小の偶数とする。この
とき K-theoretic Q-polynomial GQλ(x) は以下のような Pfaffian 表
示を持つ:

GQλ(x) = Pf (τi ,j)1≤i<j≤r ′ ,

ここで

τi ,j =

{∑
p≥0, p+q≥0 f

i ,j
p,q · GQλi+p(x)GQλj+q(x), j 6= r + 1,∑

p≥0 f
i ,r+1
p GQλi+p(x), j = r + 1.
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方針

ここで、係数 f i ,jp,q ∈ Q[β] (i < j , p ≥ 0, p + q ≥ 0)は{
1

(1+βti )r
′−i

1
(1+βtj )r

′−j

tj−ti
ti+tj+βti tj

=
∑

p≥0, p+q≥0 f
i ,j
p,qt

p
i t

q
j , j 6= r + 1,

1
(1+βti )r

′−i−1 =
∑

p≥0 f
i ,r+1
p tpi , j = r + 1.

で与えられる。
これらは領域 {|tr ′ | > · · · > |t2| > |t1|}におけるローラン展開とみ
なす。
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GQn(x)の再現

Theorem (Hudson-Ikeda-Matsumura-Naruse [4])

λ = (n)のとき GQ(n)(x) = GQn(x)と書くことにする。このとき

∑
n∈Z

GQn(x)z
n =

1

1 + βz−1

∞∏
i=1

1 + (z + β)xi
1 + (z + β)x i

.

ここで x = 0	 x =
−x

1 + βx
.
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基本的なアイデア

自由フェルミオンを用いたシューア多項式の表示。
Cf.) T. Miwa, M. Jimbo and E. Date, ”ソリトンの数理（Solitons, Differ-

ential equations, symmetries and infinite dimensional algebras (En)）,”
Iwanami Shoten, Tokyo, 1993 (Jp), Cambridge University Press, 2000

(En).

自由フェルミオンを用いたグロタンディーク多項式（シューア関数
の K -類似）の構成 (I,[8, 7])

この”C型版”をやりたい。
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

[A,B]+ = AB + BAとする。
以下の反交換関係を満たす自由フェルミオン {ψm, ψ

∗
n}m,n∈Z

[ψm, ψn]+ = [ψ∗
m, ψ

∗
n]+ = 0, [ψm, ψ

∗
n]+ = δm,n,

の生成する C代数を Aとする。
（自由フェルミオンの代数・クリフォード代数）
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

真空ベクトル |0〉, 〈0|:

ψm|0〉 = ψ∗
n|0〉 = 0, 〈0|ψn = 〈0|ψ∗

m = 0, m < 0, n ≥ 0.

m < 0, n ≥ 0に対して、

ψm, ψ
∗
n 消滅演算子

ψn, ψ
∗
m 生成演算子
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

F：フォック空間。|0〉の生成する左 A加群。
F †：双対フォック空間。〈0|の生成する右 A加群。
真空期待値

〈0|0〉 = 1, (〈w |ψn)|v〉 = 〈w |(ψn|v〉), (〈w |ψ∗
n)|v〉 = 〈w |(ψ∗

n|v〉)

を満たす双線形形式

F † ⊗C F → C; 〈w | ⊗ |v〉 7→ 〈w |v〉

が一意的に存在する。
X ∈ Aについて

〈X 〉 := 〈0|X |0〉
を X の真空期待値という。
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

シフトされた真空ベクトル

|m〉 =

{
ψm−1ψm−2 · · ·ψ0|0〉, m ≥ 0,

ψ∗
m · · ·ψ∗

−2ψ
∗
−1|0〉, m < 0,

〈m| =

{
〈0|ψ∗

0ψ
∗
1 . . . ψ

∗
m−1, m ≥ 0,

〈0|ψ−1ψ−2 . . . ψm, m < 0.
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

: · :を normal ordering (消滅演算子をすべて右に寄せる記号)、
pn(x) = xn1 + xn2 + · · · を n次べき和とする。

作用素 am, H(x), eH(x)

以下の無限和はすべて作用素 F → F として意味を持つ。
am =

∑
k∈Z

: ψkψ
∗
m+k : m = ±1,±2, . . .

H(x) =
∑
n>0

pn(x)

n
an, H∗(x) =

∑
n>0

pn(x)

n
a−n,

eH(x) = 1 + H(x) +
H(x)2

2!
+

H(x)3

3!
+ · · · .

有用な公式: [am, ψn] = ψn−m, [am, ψ
∗
n] = −ψ∗

n+m
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

定理
分割 λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0)に対応するシューア関数 sλ(x)は、
以下の自由フェルミオン表示を持つ:

sλ(x) = 〈0|eH(x)ψλ1−1ψλ2−2 · · ·ψλr−r | − r〉.
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

定理
分割 λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0)に対応するグロタンディーク多項式
Gλ(x)は、以下の自由フェルミオン表示を持つ:

Gλ(x) = 〈0|eH(x)ψλ1−1e
−H∗(−β)ψλ2−2e

−H∗(−β) · · ·ψλr−re
−H∗(−β)| − r〉.
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

sλ(x) = 〈0|eH(x)ψλ1−1ψλ2−2 · · ·ψλr−r | − r〉
Gλ(x) = 〈0|eH(x)ψλ1−1e

−H∗(−β)ψλ2−2e
−H∗(−β) · · ·ψλr−re

−H∗(−β)| − r〉.
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

Gλ(x)を自由フェルミオンを用いて書けると見抜いてしまえば、
証明は容易。

Wickの定理

〈ψm1 · · ·ψmrψ
∗
nr · · ·ψ

∗
n1
〉 = det(〈ψmi

ψ∗
nj
〉)1≤i ,j≤r .

を用いて行列式表示を計算し、既知の行列式公式 [10, 11]:

Gλ(x) = det

(
∞∑

m=0

(
i − 1

m

)
βmhλi−i+j+m(x)

)
1≤i ,j≤r

と一致することをチェックすればよい。
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

[A,B] = AB − BAとする。

[A,B]が A,B いずれとも交換するとき eAeB = e [A,B]eBeA

および Θ = −H∗(−β)とおくとき

[Θ, ψn] = βψn+1 −
β2

2
ψn+2 +

β3

3
ψn+3 − · · ·

より、
ekΘψne

−kΘ =
k∑

i=0

(
k

i

)
β iψn+i (A)

が成り立つ。
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

真空期待値

〈0|eH(x)ψλ1−1e
Θψλ2−2e

Θ · · ·ψλr−re
Θ| − r〉

= 〈0|eH(x)ψλ1−1(e
Θψλ2−2e

−Θ)(e2Θψλ3−3e
−2Θ) · · ·

(erΘψλr−re
−rΘ)e(r+1)Θ| − r〉

に公式 (A)およびウィックの定理を用いると、

det
(
〈0|eH(x)(e(i−1)Θψλi−ie

−(i−1)Θ)ψ∗
−j |0〉

)
= det

(
∞∑

m=0

(
i − 1

m

)
βmhλi−i+j+m(x)

)
1≤i ,j≤r

と一致することが確かめられる。
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

フェルミオン場

ψ(z) =
∑
n∈Z

ψnz
n, ψ∗(z) =

∑
n∈Z

ψ∗
nz

n

Schur function

sλ(x) =

(
〈0|eH(x)ψ(z1)ψ(z2) · · ·ψ(zr )| − r〉||z1|<···<|zr |

の zλ1−1
1 . . . zλr−r

r の係数

)

Grothendieck function

Gλ(x) =(
〈0|eH(x)ψ(z1)e

−H∗(−β)ψ(z2) · · ·ψ(zr )e−H∗(−β)| − r〉||z1|<···<|zr |

の zλ1−1
1 . . . zλr−r

r の係数

)
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シューア関数のフェルミオン構成 (A型の話)

Dual Grothendieck function

gλ(x) =

(
〈0|eH(x)ψ(z1)e

H(β)ψ(z2) · · ·ψ(zr )eH(β)| − r〉
の zλ1−1

1 . . . zλr−r
r の係数

)

Closed K -k-Schur function (K -Catalan function [1] の特別な場合)

g̃
(k)
λ (x) =

(
〈0|eH(x)ψ(z1)e

H(A1)ψ(z2)e
H(A2) · · ·ψ(zr )eH(Ar )| − r〉

の zλ1−1
1 . . . zλr−r

r の係数

)

(Ak−µi+i = z−1
i , それ以外の Ai = 1).
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ニュートラルフェルミオンで同じことをやる

以下の反交換関係を満たすニュートラルフェルミオン {ϕn}n∈Z

[ϕm, ϕn]+ = 2(−1)mδm+n,0.

の生成する C代数を Aとする。
Remark
ϕ2
0 = 1,
ϕ2
n = 0 if n 6= 0.
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ニュートラルフェルミオンで同じことをやる

真空ベクトル |0〉, 〈0|:

ϕ−n|0〉 = 〈0|ϕn = 0, n > 0.

n > 0に対して、

ϕ−n, 消滅演算子
ϕn, 生成演算子
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ニュートラルフェルミオンで同じことをやる
F：フォック空間。|0〉の生成する左 A加群。
F †：双対フォック空間。〈0|の生成する右 A加群。

真空期待値
〈0|0〉 = 1, (〈w |ϕn)|v〉 = 〈w |(ϕn|v〉), 〈0|ϕ0|0〉 = 0

を満たす双線形形式

F † ⊗C F → C; 〈w | ⊗ |v〉 7→ 〈w |v〉

が一意的に存在する。
X ∈ Aについて

〈X 〉 := 〈0|X |0〉

を X の真空期待値という。
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ニュートラルフェルミオンで同じことをやる

作用素 bm, H(x), eH(x)

以下の無限和はすべて作用素 F → F として意味を持つ。
bm = 1

4

∑
i∈Z(−1)iϕ−i−mϕi m = ±1,±3,±5, . . .

H(x) = 2
∑

m:odd

pm(x)

m
bm, H∗(x) = 2

∑
m:odd

pm(x)

m
b−m,

eH(x) = 1 + H(x) +
H(x)2

2!
+

H(x)3

3!
+ · · · .

有用な公式: [bm, ϕn] = ϕn−m.
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ニュートラルフェルミオンで同じことをやる

ニュートラルフェルミオンを用いて以下のものを再現する必要が
ある:

係数の母関数
{

1
(1+βti )r

′−i
1

(1+βtj )r
′−j

tj−ti
ti+tj+βti tj

=
∑

p≥0, p+q≥0 f
i ,j
p,qt

p
i t

q
j , j 6= r + 1,

1
(1+βti )r

′−i−1 =
∑

p≥0 f
i ,r+1
p tpi , j = r + 1.

GQn(x)の生成関数∑
n∈Z

GQn(x)z
n =

1

1 + βz−1

∞∏
i=1

1 + (z + β)xi
1 + (z + β)x i

.
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ニュートラルフェルミオンで同じことをやる

Wick の定理

〈0|ϕn1 · · ·ϕn2r |0〉 = Pf(〈0|ϕniϕnj |0〉)1≤i<j≤2r

と母関数を結び付けるには？

ϕ(z) =
∑

n∈Z ϕnz
n とおくと、

〈0|ϕ(z)ϕ(w)|0〉 = z − w

z + w
= 1− 2

w

z
+ 2

w 2

z2
− · · ·
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アイデア

母関数の中の
tj − ti

ti + tj + βti tj

は、
tj

1+β
2
tj
− ti

1+β
2
ti

tj

1+β
2
tj
+ ti

1+β
2
ti

と変形できる。
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アイデア

β-twisted ニュートラルフェルミオン ϕ
(β)
n を∑

n≥0

ϕ(β)
n zn =

∑
n≥0

ϕn

(
z +

β

2

)n

,

∑
n>0

ϕ
(β)
−nz

−n =
∑
n>0

ϕ−n

(
z−1

1 + β
2
z−1

)n

.

と定義する。
Informal には

ϕ(β)(z) = ϕ(z +
β

2
).
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アイデア

このとき、

〈0|ϕ(β)(z)ϕ(β)(w)|0〉 =
(z + β

2
)− (w + β

2
)

(z + β
2
) + (w + β

2
)
=

z − w

z + w + β

が得られる。z ,w の逆数を ti , tj とおけば、
tj − ti

ti + tj + βti tj

と一致する。
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交換関係

[bm, ϕ
(β)(z)] =

(
z +

β

2

)m

ϕ(β)(z)

より、ẑ =
(
z + β

2

)−1
= z−1

1+β
2
z−1
とおくと、

eH
∗(β

2
)ϕ(β)(z)e−H∗(β

2
)

= exp
(
[H∗(β

2
), ϕ(β)(z)]

)
· ϕ(β)(z)

= exp

{
2

(
β

2
ẑ +

β3

23
ẑ3

3
+
β5

25
ẑ5

5
+ · · ·

)}
ϕ(β)(z)

=
1 + β

2
ẑ

1− β
2
ẑ
ϕ(β)(z)

= (1 + βz−1)ϕ(β)(z).
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GQn(x)の再現

あとは、[4]の公式
∑
n∈Z

GQn(x)z
n =

1

1 + βz−1

∞∏
i=1

1 + (z + β)xi
1 + (z + β)x i

.

（x = 0	 x =
−x

1 + βx
）を出せば良い。

→ H(z)も β-twist する必要がある。
(∵ H(z)には podd(x)しか出てこない)
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GQn(x)の再現

β-twisted カレント作用素

b(β)m =
(X − β

2
)m − (−X − β

2
)m

2

∣∣∣∣∣
X k 7→bk

,

と置くと、

[b(β)m , ϕ(β)(z)] =
zm − (−z − β)m

2
ϕ(β)(z)

が得られる。
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GQn(x)の再現

これを用いると、

eH
(β)(x)ϕ(β)(z) = exp

{
∞∑
n=1

pn(x)

n
(zn − (−z − β)n)

}
ϕ(β)(z)eH

(β)(x).

eH
(β)(x)eH

∗(β
2
) = exp

(
−

∞∑
n=1

pn(x)

n
(−β)n

)
eH

∗(β
2
)eH

(β)(x)

が得られる。
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GQn(x)の再現

〈0|eH(β)(x)ϕ(β)(z)eH
∗(β

2
)ϕ

(β)
0 eH

∗(β
2
)|0〉

=
1

1 + βz−1

exp(
∑ pn(x)

n
zn)

exp(
∑ pn(x)

n
(−β)n) exp(

∑ pn(x)
n

(−z − β)n)

=
1

1 + βz−1

∞∏
i=1

(1 + xiβ)(1 + xi(z + β))

1− xiz

=
1

1 + βz−1

∞∏
i=1

1 + xi(z + β)

1 + (z + β) −xi
1+βxi

=
1

1 + βz−1

∞∏
i=1

1 + (z + β)xi
1 + (z + β)x i

=
∑
n∈Z

GQn(x)z
n.
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主結果

GQλ(x) =


〈0|eH(β)(x)ϕ

(β)
λ1

eH
∗(β

2
)ϕ

(β)
λ2

· · ·ϕ(β)
λr

eH
∗(β

2
)|0〉,

if r is even,

〈0|eH(β)(xϕ
(β)
λ1

eH
∗(β

2
)ϕ

(β)
λ2

· · ·ϕ(β)
λr

eH
∗(β

2
)ϕ

(β)
0 eH

∗(β
2
)|0〉,

if r is odd,
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