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概 要

本稿は 2015年 10月 31日における筆者の講演の報告である. 代数曲線の
Galoisペンシル（Galois被覆を引き起こすペンシル）と曲線の平面モデルの
Galois点との関連について述べる. とくに, ある種の平面モデルをもつ曲線は
Galoisペンシルを高々1本しかもたないことを示す.

1 平面曲線のGalois点
本稿ではとくに断らない限り, 曲線といえば体 C上の既約射影的代数曲線, 線形

系といえば完備かつ基点をもたないものを指す.

平面曲線のGalois点は三浦・吉原 [MY]や三浦 [Miu1]において導入された. Γ を
既約平面曲線とし, d = deg Γ ≥ 4 とする. P ∈ P2 に対して, P からの点射影
πP : Γ 99K P1 が引き起こす体拡大 π∗

P : C(P1) ↪→ C(Γ) がGalois拡大であるとき,

P を Γ のGalois点という. このとき C を Γ の非特異モデルとすると, P における
Galois群 GP = Gal(C(Γ)/C(P1)) は自然に Aut(C) の部分群とみなせる. P ∈ Γ の
とき P を内Galois点, P ̸∈ Γ のとき外Galois点といい, 内Galois点, 外Galois点の
個数をそれぞれN(Γ), N ′(Γ) で表す. また, Galois点 P の重複度が m のときGalois

m 重点という.

非特異平面曲線については次のことが知られている.

命題 1. (吉原 [Y, Theorem 4, Proposition 5, Theorem 4′, Proposition 5′]) Γ を次数
d の非特異平面曲線とする.

(1) d ≧ 4 のとき N(Γ) = 0, 1 または 4. さらに

N(Γ) ≥ 1 ⇐⇒ Γ は Y Zd−1 +H(X,Y ) = 0（H(X, Y ) は重複因子を

もたない d 次斉次式）の形の曲線と射影同値.

N(Γ) = 4 ⇐⇒ d = 4 かつ Γ は Y Z3 +X4 + Y 4 = 0 と射影同値.
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(2) N ′(Γ) = 0, 1 または 3. さらに

N ′(Γ) ≥ 1 ⇐⇒ Γ は Zd +H(X,Y ) = 0（H(X, Y ) は重複因子を

もたない d 次斉次式）の形の曲線と射影同値.

N ′(Γ) = 3 ⇐⇒ Γ は Fermat曲線 Xd + Y d + Zd = 0 と射影同値.

また, Γ が非特異平面曲線のとき

N(Γ) ≥ 1 かつ N ′(Γ) ≥ 1 ⇐⇒ Γ は Y Zd － 1 +Xd + Y d = 0 と射影同値

が成り立つ (深澤 [F]).

Γ が特異点をもつ場合を考えるのは自然であるが, 本稿では Γ の非特異モデルを
研究するという立場から, 平面曲線とは限らない非特異曲線についてGalois点に対
応するものを考える.

2 曲線のGaloisペンシル
Cを種数 gの非特異曲線とする.

定義. C 上のペンシル（1次元線形系）Λ に付随する射 ΦΛ : C → P1が引き起こす
体拡大Φ∗

Λ : C(P1) ↪→ C(C) がGalois拡大のとき, Λ を C のGaloisペンシルという.

このとき, GΛ = Gal(C(C)/C(P1)) をΛ に関するGalois群という.

Galoisペンシル Λ に対して, 射 ΦΛ は C から C/GΛ ≃ P1 への自然な射影とみな
せる. とくに, g ≥ 2 のときGaloisペンシルは高々有限個であることがわかる.

C を調べる際, 次数の小さいペンシルが重要である. 例えば C のペンシルの最小
次数 gon(C) は C の gonalityとよばれ, 曲線の性質に深く影響する不変量である.

そこで, とくに次数の小さいGaloisペンシルに注目し, それを C の平面モデル Γ の
Galois点と関連づけて調べる. このとき次の問題がある.

問題. C の次数の小さいGaloisペンシル Λ は, Γ のGalois点 P を中心とする点射
影から得られるか？ またそのとき, GΛ ≃ GP の元は射影変換に延長されるか？

一般に特異平面曲線のGalois点に対しては, そのGalois群の元は射影変換から得
られるとは限らない.

例 1. (三浦 [Miu2, Example 3]) n ≥ 1 に対して

Γ : Y (X2 + Y 2)n +Xn+1Zn + Y n+1Zn + Y Z2n = 0, P = (0 : 0 : 1)
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とすると, P は Γ のGalois点である. さらに

σ0 : (X : Y : Z) 7→ (X : Y : ζZ) （ζ は 1の原始 n乗根）

τ0 : (X : Y : Z) 7→ (XZ : Y Z : X2 + Y 2)

から定まる GP の元をそれぞれ σ, τ とするとGP = ⟨σ, τ⟩ ≃ D2n であり, τ は射影
変換に延長されない.

本稿の主定理は, 命題 1の一般化にあたる次の結果である.

定理 2. d ≥ 10 とし, Cが次をみたす特異 d 次平面モデル Γ をもつとする.

(i) Γ の特異点は 2重点のみ（無限に近い特異点も含む）.

(ii) g > [d2/4].

このとき, C が平面曲線 Y 2Zd−2 +Xd +Y d = 0 と双有理同値でなければ, C 上の次
数 d 以下のGaloisペンシルは高々1本である. さらに Γ が次数 d−m (m = 0, 1, 2)

のGaloisペンシルをもつとき, そのGalois群は巡回群であり, Γ は

Fm(X, Y )Zd−m + Fd(X,Y ) = 0 （Fi(X, Y ) ̸= 0 は i次斉次式）

の形の曲線と射影同値である.

注. 定理の条件のもとで gon(C) = d− 2 である. さらに, C の次数 d 以下のGalois

ペンシルは Γ のGalois点を中心とする点射影から得られる.

また, 次のことがいえる.

命題 3. 平面曲線 Y 2Zd−2 + Xd + Y d = 0 の P = (0 : 0 : 1) 以外の Galois点は
P ′ = (1 : 0 : 0)（外Galois点）ただ一つである.

平面曲線 Γ を固定する射影変換全体のなす PGL(3,C) の部分群を Lin(Γ) で表す:

Lin(Γ) = {σ ∈ PGL(3,C) | σ(Γ) = Γ }.

定理 2と命題 3から, 自己同型群について次のことがわかる.

系 4. 定理 2の条件のもとで, C が次数 d 以下の Galoisペンシルをもてば自然に
Aut(C) ≃ Lin(Γ) である.

3



3 準備
用語と記号
射影変換 (X : Y : Z) 7→ (H1(X, Y, Z) : H2(X,Y, Z) : H3(X, Y, Z))（H1(X,Y, Z),

H2(X, Y, Z), H3(X, Y, Z) は斉次 1次式）を [H1, H2, H3] で表す.

適当な座標系のもとで [X, Y, ζZ]（ζ は 1のベキ根）の形で表される射影変換を
homologyという. 自明でない homology σ の固定点はある点 P と, P を通らないあ
る直線 L 上のすべての点からなる. P を σ の中心, L を σ の軸という.

補題 5. 自明でない homology σ が軸でない直線を集合として固定するとき, その直
線は σ の中心を通る.

証明. σ = [X,Y, ζZ]（ζ は 1のベキ根で ζ ̸= 1）としてよい. このとき, σ が軸でな
い直線 M : aX + bY + cZ = 0 (a, b, c ∈ C, (a, b) ̸= (0, 0)) を集合として固定すると
すると c = 0. よって P = (0 : 0 : 1) ∈ M である.

非特異曲線 C 上の線形系 grd は, 付随する射φ : C → Pr が像の上に双有理である
とき, simpleであるという.

定理 6. (Castelnuovoの種数上限 [ACGH, III §2, p. 116]) C が simpleな grd をもつ
とき

g ≤ π0(d, r) :=

(
m0

2

)
(r − 1) +m0ε0

が成り立つ. ここで m0 := [(d− 1)/(r − 1)], ε0 := d− 1−m0(r − 1).

Accolaはこれを一般化し, simpleな線形系を複数もつときにより強い種数上限を
与えた. その特別な場合として次が得られる.

命題 7. (Accolaの種数上限 [Ac, Theorem 4.3]) C が 2つの simpleな g2d をもつとき

g ≤
[
1

3
(d2 − 3d+ 3)

]
が成り立つ.

Coppens・加藤 [CK]の手法により次がいえる.

補題 8. Cの特異平面モデル Γ (d = deg Γ ≥ 10) が次をみたすとする.

(i) Γ の特異点は 2重点のみ.

(ii) 特異点の個数 δ <
1

4
(d− 1)(d− 3)− 1.

このとき gon(C) = d− 2 であり, C 上の d 次以下のペンシルは Γ 上の点射影から
得られる.
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補題 9. g1n を C のペンシルとする. C が |Λi − g1n| ̸= ∅ をみたす 2つの d 次 simple

net Λi (i = 1, 2)をもつとき, C は次数 2d−n,次元 3以上の simpleな（高々 d−n−1

個の基点をもつ）線形系をもつ.

証明. 任意に D ∈ g1n をとると, 次数 d− n の有効因子 Ei (i = 1, 2) で D +Ei ∈ Λi

となるものが存在する. このとき |Λ1 −E1| = |Λ2 −E2| より |Λ1 +E2| = |Λ2 +E1|.
この線形系は simpleで, 基点は高々 d− n− 1 個, 次元は 3以上である.

系 10. g1n (d− 2 ≤ n ≤ d) を C 上のペンシルとする. g(C) > π0(d + 2, 3) = [d2/4]

のとき, g1n を含む simple netは高々1つである.

Galois点をもつ平面曲線について次の特徴づけがある.

補題 11. (三浦 [Miu2, Proposition 4]) Γ を d 次平面曲線, P0 をそのGalois点とす
る. このとき次は同値.

(a) GP0 の各元は射影変換の制限で得られる.

(b) 適当な座標のもとで P0 = (0 : 0 : 1) であり

Γ : Fm(X,Y )Zd−m + Fd(X,Y ) = 0

と表される. ここで Fi(X, Y ) ̸= 0 は i 次斉次多項式, m = mP0(Γ).

さらにこのとき, GP0 は homology [X, Y, ζZ]（ζ は 1の原始 d−m 乗根）で定まる
射影変換で生成される巡回群である.

(b)の Fm と Fd は共通因子をもたない. また, (b)の平面曲線の P0 = (0 : 0 : 1)

以外の properな特異点はすべて直線 L : Z = 0 上にあり, そこでの（唯一の）接線
は P0 を通る.

homologyについては次のことが成り立つ. また,射影変換群については [B]も参照.

命題 12. (Mitchell [Mit, Theorem 4]) 射影変換がある homologyの中心を固定する
ならば, その軸も集合として固定する. またその逆も成り立つ. とくに, 同じ軸をも
つ 2つの homologyの中心は等しい.

これを用いて, 命題 3が示される.

命題 3の証明. P = (0 : 0 : 1), P ′ = (1 : 0 : 0) が平面曲線 Y 2Zd−2 +Xd + Y d = 0

のGalois点であることは明らかである. Γ が P , P ′ 以外のGalois点 Q をもつとす
ると, Galois群 GQ は Lin(Γ) の巡回部分群とみなせる. τ を GQ の生成元とすると

5



τ は homologyである. さらに P は Γ の唯一の properな 2重点であるから, τ は P

を固定する. よって命題 12より, τ は L も固定する. したがって τ は A
0

0

0 0 1

 （A は 2次正則行列）

の形の行列から定まる射影変換である. さらに, τ が曲線 Y 2Zd−2+Xd+Y d = 0に作
用することから A は対角行列であることがわかる. Q は τ の中心であり, Q ̸= P, P ′

なので Q = (0 : 1 : 0) であるが, これは Γ のGalois点ではないので矛盾.

4 証明の概略
本節以降では Γ は C の d 次平面モデル (d ≥ 10) で, 次の条件をみたすとする:

(i) Γ の特異点はすべて 2重点である.

(ii) g > [d2/4].

Γ の 2重点の個数を δ とする（無限に近い特異点も含む）. また, C はGaloisペン
シル g1n (n ≤ d) をもつとする.

まず条件 (i)(ii)から

δ <
1

4
(d2 − 6d+ 4).

がいえる. よって補題 8から n ≥ gon(C) = d− 2 であり, g1n は Γ のGalois点 P を
中心とした射影から得られる. m = mP (Γ) (= 0, 1, 2) とすると n = d−m である.

補題 13. P における Galois群 GP は自然に Lin(Γ) の巡回部分群とみなせ, 次数
n = d−m の homologyで生成される.

証明. GP ⊂ Aut(C) は g1n を固定する. ここで系 10より, g2d は g1n を含む唯一の
simple net であるから, GP は g2dも固定する. したがって補題 11より結論が得られ
る.

必要なら座標変換して, P = (0 : 0 : 1) で GP は σ = [X, Y, ζZ] で生成されるとし
てよい. ここで ζ は 1の原始 d−m 乗根. σ の中心は P = (0 : 0 : 1), 軸は L : Z = 0

である. このとき Γ の定義方程式は

Fm(X, Y )Zd−m + Fd(X, Y ) = 0 (⋆)

（Fi(X,Y ) ̸= 0は i次斉次式）とかける. ここで Fi(X, Y )は i次斉次式で, Fm(X, Y )

と Fd(X, Y ) は共通因子をもたない. とくに, 次のことがわかる.
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補題 14. Q ̸= P を Γ の properな 2重点とすると, Q は Fd(X, Y ) の 2重因子に対
応し, 直線 L : Z = 0 上にある. さらに, Γ の Q における接線は直線 PQ ただ一つ
である.

主定理の証明のために, まず次を示す.

補題 15. Γが直線 L : Z = 0上にGalois点をもてば,平面曲線 Y 2Zd−2+Xd+Y d = 0

と射影同値である.

証明. Γ が L 上にGalois点 P ′ をもつとする. m′ = mP ′(Γ) (m′ = 0, 1, 2) とすると,

P ′ からの点射影から C 上のペンシル g1d−m′ が得られる. P ′ におけるGalois群 GP ′

は Lin(Γ) の巡回部分群である. σ′ をその生成元とすると, これは P ′ を中心とする
位数 d−m′ の homologyである. L′ を σ′ の軸とすると, P ′ /∈ L′ より L′ ̸= L. また,

P ′ ∈ L より σ は P ′ を固定するから, 命題 12より L′ も固定する. したがって補題
5より L′ は P を通る. 以上より, m ≥ m′ として一般性を失わない.

必要なら, Γ と P = (0 : 0 : 1), L : Z = 0 を動かさない座標変換を施して
P ′ = (1 : 0 : 0), σ′ = [ζ ′X,Y, Z]（ζ ′ は 1の原始 d −m′ 乗根）と表されるとしてよ
い. σ′ も Γ に作用するので, Γ の定義方程式は

F̃m′(Y, Z)Xd−m′
+ F̃d(Y, Z) = 0, (⋆′)

（F̃j(Y, Z) ̸= 0 は j 次斉次式）ともかける.

もし m = 0 ならば m′ = 0 であり, P と P ′ はともに Γ の外Galois点である. こ
のとき (⋆′) の左辺は Xd の項をもち, 他に X を含む項はない. したがって (⋆) は

Zd + aXd + bY d = 0 (a, b ̸= 0)

の形としてよく, Γ は非特異となるから矛盾. したがって m ≧ 1 である. この
とき, 方程式 (⋆′) は X と Zd−m をともに含む項をもたないので, (⋆) において
Fm(X, Y ) = Y m としてよい. すると Γ の既約性より Fd(X, Y ) は Y で割り切れな
いので, (⋆) は

Y mZd−m +Xd + Y Fd−1(X, Y ) = 0 （Fd−1(X,Y ) は d− 1 次斉次式）

の形としてよい. P ′ = (1 : 0 : 0) は Γ の外Galois点なので, Fd−1(X, Y ) は Y のみ
の式であり Fd−1(X, Y ) = cY d−1 (c ∈ C) とかける. Γ の特異点は 2重点のみなので
c ̸= 0 であるから, Γ は平面曲線

Y mZd−m +Xd + Y d = 0

と射影同値である. Γ は 2重点をもつから m = 2 である.

7



5 n = d− 2 の場合
この節では n = d − 2 とする. このとき P は Γ のGalois 2重点である. 補題 14

より, 他の properな 2重点はすべて L : Z = 0 上にあるので, 補題 15と命題 3から
他にGalois 2重点はないことがわかる. さらに次がいえる.

主張 1. Aut(C) は自然に Lin(Γ) の部分群とみなせ, Cの任意の自己同型は P を固
定する.

証明. C 上の d−2次のペンシルは, Γの 2重点からの点射影によって得られる. Γの
Galois 2重点は P だけなので, d−2次のGaloisペンシルは g1d−2 だけである. よって
Aut(C) は g1d−2 を固定する. g2d は g1d−2 を含む唯一の simple netなので, Aut(C) は
g2d も固定する. したがって Aut(C) は Lin(Γ) の部分群とみなせ, P を固定する.

このことを用いて次が示せる.

主張 2. Γ が P 以外のGalois点をもてば, 曲線 Y 2Zd−2 +Xd + Y d = 0 と射影同値
である.

証明. Γ が P 以外のGalois点 Q をもつとする. 補題 13より, Q におけるGalois群
GQ は Lin(Γ) の巡回部分群とみなせる. さらに, GQ を生成する homology τ の軸を
M とすると, 主張 1から τ は P ̸= Q を固定するので P ∈ M である. すると M

は集合として σ で固定されるので, 命題 12より Q も σ で固定される. したがって
Q ∈ L となり, 補題 15より主張が成り立つ.

6 n = d− 1, d の場合
この節では n = d− 1 または d とする. n = d− 1 のとき P は Γ の（非特異な）

内Galois点, n = d のとき P は Γ の外Galois点である. さらに, Γ はGalois 2重点
をもたないとしてよい. このとき, P が Γ の唯一のGalois点であることを示す.

(1) Γ の 2重点 Q を任意にとると, 補題 14より Q ∈ L, かつ Γ のQ における接線
はただ一つであり, その接線 TQ は P を通る. したがって, Γ のGalois点は必
ず 2重点での接線上にある.

(2) Γ が Q 以外の properな 2重点 Q′ をもつとき, (1)よりQ′ も L 上にあり, 接
線 TQ′ は P を通る. TQ ̸= TQ′ であるから, このとき Γ のGalois点は 2本の接
線の交点 P しかない. よって, 以下では Γ の properな 2重点は Q だけである
としてよい.
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(3) P ∈ Γ とすると Γ ∩ TQ = {P,Q} なので, (1)より P 以外に内 Galois点は
ない. 外Galois点 P ′ があるとすると, GP ′ の生成元 σ′ は P ′ を中心とする
homologyである. P,Q はそれぞれ Γ のただ一つの内Galois点, properな 2重
点なので, σ′ は P,Q をそれぞれ固定し, 直線 PQ = TQ も集合として固定す
る. P ′ ̸= P,Q なので TQ は σ′ の軸であるが, (1)よりこれは σ′ の中心 P ′を
通るので矛盾. よって P ̸∈ Γ である. したがって, Γ は内Galois点をもたない
としてよい. このとき (⋆) より Γ は

Zd + Fd(X, Y ) = 0

の形の定義方程式をもつ.

(4) Γ は Q 以外に properな特異点をもたないので, 補題 14 より Fd(X, Y ) はただ
一つの 2重因子と d− 2 個の相異なる単純因子をもつ. これら d− 2 個の単純
因子のそれぞれは Γ と d 重に接する直線を定めるので, Γ の位数 d − 2 の変
曲点で, そこでの接線が P を通るものが d− 2 個得られる.

(5) Γ が P 以外の外Galois点 P ′′ をもつとすると, P ′′ /∈ L なので σ の作用によ
る P ′′ の軌道は d 点からなる. 同様に, GP ′′ の生成元 σ′′ の作用による P の軌
道も d 点からなる. これら 2d 個の点は Γ の相異なる外Galois点である. した
がって (4)より, Γ は位数 d− 2 の変曲点を少なくとも 2d(d− 2) 個もつ. 異な
るGalois点 P1, P2 が同じ変曲点 R を与えるとし, GPi

を生成する homology

の軸を Li とすると, R ∈ L1 ∩ L2 である. また, 命題 14より Q ∈ L1 ∩ L2.

よって L1 = L2 = QR であり, 命題 12より P1 = P2 となり矛盾. したがって,

2d(d− 2) 個の変曲点はすべて相異なる.

(6) Γ の変曲点の総次数を W (Γ) で表す:

W (Γ) =
∑

R∈Reg(Γ)

(IR(Γ, TR(Γ))− 2).

(5)と変曲点公式 ([N, Theorem 1.5.10]などを参照) より

(d− 2) · 2d(d− 2) ≤ W (Γ) ≤ 6(g − 1) + 3d < 3d(d− 3) + 3d = 3d(d− 2)

であるから d ≤ 3 となり矛盾. したがって, Γ は P 以外の Galois点をもた
ない.

7 Galoisペンシルをもつ曲線の自己同型群
最後にGaloisペンシルをもつ曲線の自己同型群について述べる. Γ が非特異 d 次

平面曲線 (d ≥ 4) のとき, Γ の次数 d の平面モデルは Γ ただ一つであり, そのこと
から自然に Aut(Γ) ≃ Lin(Γ) となる.
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以下, C, Γ はTheorem 2と同様とし, C は次数 d 以下のGaloisペンシルをもつと
する. この場合, C の次数 d の平面モデルは Γ だけとは限らないが, やはり自然に
Aut(C) ≃ Lin(Γ) となる（系 4）.

系 4の証明. 定理 2と命題 3から, Aut(C) は次数 d 以下の各Galoisペンシルを固定
する. よって, 系 10より, Aut(C) は Γ を定める simple netも固定する. したがって
結論が得られる.
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