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1 背景と主結果

dは 4以上の整数，Γは次数 dの既約平面曲線とし

Lin(Γ) := {σ ∈ PGL(3,C) | σ(Γ) = Γ}
Lin0(Γ) := {σ ∈ Lin(Γ) | σは対角行列で代表される }

とする．Cを Γの非特異モデルとするとき，自然に Lin(Γ) ⊂ Aut(C) とみなせる．

Γ自身が非特異ならば，Aut(Γ) = Lin(Γ)であり，自己同型群について次のような

分類が得られる．定理の中で，PBD(2, 1)は

A =

A′ 0

0

0 0 α

 (A′は 2次正則行列, α ∈ C∗)

の形の行列から定まる射影変換全体のなすPGL(3,C)の部分群であり，ρ : PBD(2, 1) →
PGL(2,C) ([A] 7→ [A′]) は自然な全射である．

定理 1.1. ([H, Theorem 2.1]) Γを次数 d ≥ 4の非特異平面曲線，Gを Γの自己同型

群 Aut(Γ)の部分群とする．Gは PGL(3,C)の部分群とみなされる．このとき次の
うち一つが成り立つ．

(a-i) Gは Γ上の 1点を固定する．さらにGは位数 d(d− 1)以下の巡回群.

(a-ii) Gは Γ上にない 1点を固定する．さらに可換図式

1 → C∗ → PBD(2, 1)
ρ→ PGL(2,C) → 1 (完全)

↪→ ↪→ ↪→

1 → N −→ G −→ G′ → 1 (完全),

が存在し，N = Ker(ρ|G), G′ = Im(ρ|G)について以下のことが成り立つ．
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(1) N は巡回群で，その位数は dの約数．

(2) G′は巡回群Z/lZ, 二面体群D2l, 4次交代群A4, 4次対称群S4, 5次交代群

A5のうち一つと共役．

(3) G′ ≃ Z/lZならば l ≤ d− 1，G′ ≃ D2lならば l| d− 2あるいはN が自明

となる.

とくに |G| ≤ max{2d(d− 2), 60d}が成り立つ.

(b-i) Aut(Γ) ⊂ Aut(Fd). ここで Fdは Fermat曲線 Fd : Xd + Y d + Zd = 0. とくに

|G| ≤ 6d2.

(b-ii) Aut(Γ) ⊂ Aut(Kd). ここでKdはKlein曲線Kd : XY d−1+Y Zd−1+ZXd−1 = 0.

とくに，d ≥ 5のとき |G| ≤ 3(d2 − 3d+ 3).

(c) GはA5, A6, H168 = Aut(K4) (K4はKlein4次曲線), H216あるいはその部分群

H36, H72のうち一つと同型. ここでH216は行列0 1 0

0 0 1

1 0 0

 ,

1 0 0

0 ω 0

0 0 ω2

 ,

1 1 1

1 ω ω2

1 ω2 ω

 および
1 0 0

0 ω 0

0 0 ω


(ωは 1の原始 3乗根) で表される射影変換 g1, g2, g3, g4で生成される位数 216

の群．とくに |G| ≤ 360.

注 1.2. (c)において，H36は g1, g2, g3で生成される位数 36の群．またH72は u =

(g1g4g
−1
1 )2として，g1, g2, g3, uで生成される位数 72の群．

この定理から，非特異平面曲線の自己同型群の位数について sharpな上限が得ら

れる．では Γが特異点をもつときはどうなるか？　これが本稿の主題である．

定義 1.3. ([BD, (1.1)]) ある斉次座標の下で，Γが多項式

aXd−kY k + bZd +
∑

cmnpX
mY nZp(

a, b ∈ C∗, cmnp ∈ C, 0 < k < d,m, n, p > 0,m+ n+ p = d,
m

n
=

d− k

k

)
によって定義されるとき，Γを bad curveとよぶ．

命題 1.4. ([BD, (1.4), Section 3]) (1) Γが bad curveでないとき，Lin(Γ)は有限群

である．さらに dに依存しない定数 c > 0があって |Lin(Γ)| ≤ cd2が成り立つ．また

このとき，|Lin0(Γ)| ≤ d2である．

(2) bad curveはすべて有理曲線であり，properな特異点は 1点か 2点である．



本稿の主結果は次の定理である：

定理 1.5. Γを既約な平面 d次曲線とする．g(Γ) ≥ 2ならば，|Lin(Γ)| ≤ 6d2が次の

例外を除いて成り立つ：

• d = 4, ΓはKlein 4次曲線K4 : XY 3 + Y Z3 + ZX3 = 0と射影同値 (このとき

|Lin(Γ)| = 168)．

• d = 6, ΓはWiman 6次曲線W6 : 10X3Y 3 + 9X5Z + 9Y 5Z − 45X2Y 2Z2 −
135XY Z4 + 27Z6 = 0と射影同値 (このとき |Lin(Γ)| = 360)．

さらに，|Lin(Γ)| = 6d2 なのは Γが Fermat曲線 Fd あるいは Hesse 6次曲線 H6 :

X6 + Y 6 +Z6 − 10(X3Y 3 + Y 3Z3 +Z3X3) = 0と射影同値であるとき，そのときに

限る.

注 1.6. この定理は，Γが非特異の場合には既知である (cf. [H, Theorem 2.3])．

証明には以下の結果を用いる．

補題 1.7. C を種数 g ≥ 0の非特異曲線，Gを C の自己同型群 Aut(C)の部分群と

する．

(1) ([Oi, Theorem 1]) g ≥ 2のとき，Gが有限集合 S ̸= ∅を集合として固定する
ならば

|G| ≤ 12(g − 1) + 6|S|

が成り立つ．

(2) ([Ar, Theorem 3]) Gが 3つの有限集合 Si ̸= ∅ (i = 1, 2, 3)を集合として固定す

るならば

|G| ≤ 2(g − 1) + |S1|+ |S2|+ |S3|

が成り立つ．

(2)は [Ar]では g ≥ 2の場合に証明されているが，同じ方法で g ≤ 1でも成り立つ

ことが示される．また (1)は次のように拡張できる：

補題 1.8. Γを幾何種数 g ≥ 2の既約代数曲線とする．G ⊂ Aut(Γ)が有限集合

S = {P1, P2, . . . , Pn} ⊂ Γを集合として固定するとき，m = max{mPi
(Γ)}とすると

|G| ≤ 12(g − 1) + 6m|S|

が成り立つ．



証明. f : C → Γを Γの正規化とすると，Gは自然に Aut(C)の部分群とみなせ，

f−1(S)を集合として固定する．|f−1(S)| ≤ m|S|なので，補題 1.7から主張が従

う．

記号

3変数斉次 1次式H1, H2, H3によって定まる射影変換

(X : Y : Z) 7→ (H1(X, Y, Z) : H2(X,Y, Z) : H3(X, Y, Z))

を [H1, H2, H3]で表す．また 3点 (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)をそれぞれ P1, P2,

P3で，直線X = 0, Y = 0, Z = 0をそれぞれ L1, L2, L3で表す．

2 Fermat-Klein曲線

この節では，主定理の証明の際に重要となる特殊な平面曲線について調べる．

d ≥ 1に対し，曲線

Kd,m : XmY d−m + Y mZd−m + ZmXd−m = 0 (d ≥ 2m)

を (d,m)型のFermat-Klein曲線とよぶ．これは既約曲線である (cf. [Os, Section 60])．

Kd,0は Fermat曲線，Kd,1は Klein曲線である．m ≥ 2のとき，P1 = (1 : 0 : 0),

P2 = (0 : 1 : 0), P3 = (0 : 0 : 1)はKd,mのm重点であり，properな特異点は他に

はない．したがって，命題 1.4より任意のmについてKd,mは bad curveではないの

で，Lin0(Kd,m)は有限群である．この群について次のことが成り立つ：

命題 2.1. m = 0のとき |Lin0(Kd,m)| = d2, m ≥ 1のとき

|Lin0(Kd,m)| ≤ d(d− 3)− 3m(m− 2)

が成り立つ．

証明. m = 0のときは既知なのでm ≥ 1の場合を示す．3点 P1, P2, P3 ∈ Kd,mは

Lin0(Kd,m)の固定点である．Kd,mの非特異モデルを K̃d,mで表すと，Lin0(Kd,m)は

自然にAut(K̃d,m)の部分群とみなせ，Pi (i = 1, 2, 3)に対応する K̃d,m上の点集合 Si

(i = 1, 2, 3, |Si| ≤ m)を集合として固定する（GSi = Si）．また

g(Kd,m) ≤
1

2
(d− 1)(d− 2)− 3 · 1

2
m(m− 1) =

1

2
{d(d− 3)− 3m(m− 1)}+ 1

である．したがって補題 1.7(2)より

|G0| ≤ 2(g(Kd,m)− 1) + |S1|+ |S2|+ |S3|
≤ d(d− 3)− 3m(m− 1) + 3m

= d(d− 3)− 3m(m− 2)

がわかる．



3 主定理の証明の概略

この節では定理 1.5の証明の概略を述べる．G = Lin(Γ)はPGL(3,C)の有限部分
群なので，Mitchellの結果 (cf. [M, Section 1-10], [DI, Theorem 4.8]) により次のう

ち一つが成り立つ：

(A) Gはある直線 Lとその直線上にない 1点 P をそれぞれ固定する．

(B) Gは三角形 (共点でない 3本の直線)を固定する．

(C) Gは定理 1.1(c)の群の一つ．とくに |G| ≤ 360.

(A)の場合

Γの正規化を f : C → Γとし，S := Γ ∩ L = {Q1, Q2, . . . , Qn} (n ≤ d)とおく．Γ

のQiにおける重複度をmiとすると
∑n

i=1mi ≤ dであり，f−1(Qi)は高々mi点から

なるので f−1(S) ⊂ C は高々d点からなる．Gは自然に Aut(C)の部分群とみなせ，

f−1(S)を集合として固定するので，補題 1.7(1)より

|G| ≤ 12(g − 1) + 6|f−1(S)| ≤ 6d(d− 3) + 6d = 6d(d− 2) < 6d2

が成り立つ．

(B)の場合

Gは三角形∆ = L1 ∪ L2 ∪ L3を固定するとしてよい．このとき自然な完全列

1 → Lin0(Γ) → G → S3 (⋆)

が得られる．

F を Γの定義多項式とする．F の項 cX iY jZkに対して，max{i, j, k}をその項の
指数といい，最大指数の項の総和を F の核ということにする．いま F の核は

aFm(Y, Z)X
d−m + bFm(Z,X)Y d−m + cFm(X, Y )Zd−m

（Fm ̸= 0は 2変数斉次m次式）の形としてよい．Gの各元はF の核を定数倍を除い

て保つ．

d次の斉次既約多項式 F (X,Y, Z)は既約性から高々2変数（例えばX,Y）のみを

含む項をもつ．その項の指数は少なくとも d/2．したがって上の式においてm ≤ d/2

である．

二つの場合に分けて考える．



(B-1) Fmが単項式でないとき

Fm(S, T )が 2つの項 SiTm−iと SjTm−j (0 ≤ i < j ≤ m)を含むとする．任意に

σ ∈ Lin0(Γ)をとると σ = [αX, βY, Z] (α, β ∈ C∗)とかける．σはF の核を定数倍を

除いて保つので

βiαd−m = βjαd−m = αm−iβd−m = αm−jβd−m = αiβm−i = αjβm−j

が成り立つ．とくに αj−i = βj−i = 1が従う．したがって，m0 = j − iとおくと

1 ≤ m0 ≤ mで，α, βはともに 1のm0乗根である．σは任意だったので，ζ0を 1の

原始m0乗根とすると

Lin0(Γ) ⊂ {[ζ i0X, ζj0Y, Z] | 0 ≤ i, j ≤ m0 − 1}

となる．とくに

|Lin0(Γ)| ≤ m2
0 ≤ m2 ≤ d2

4

が従う．したがって (⋆)より |G| ≤ (3/2)d2であることがわかる．

(B-2) Fmが単項式のとき

このとき，Fm(S, T ) = SjT k (0 ≤ j, k ≤ m, j + k = m)とかけるので，F の核 F0

は

F0 = aX iY jZk + bY iZjXk + cZiXjY k

とかける．ここで i = d−m. j ≥ i ≥ kとして一般性を失わない．このとき

F0 = XkY kZk(aXm′
Y d′−m′

+ bY m′
Zd′−m′

+ cZm′
Xd′−m′

)

(m′ = i− k, d′ = i+ j − 2k = d− 3k)

となる．したがって，Lin0(Γ)は平面曲線

Γ′ : aXm′
Y d′−m′

+ bY m′
Zd′−m′

+ cZm′
Xd′−m′

= 0

にも作用する．ここで d′ = 0とすると d = 3k, さらに i = j = k > 0よりm = 2kと

なり, d ≥ 2mに反する．よって d′ ≥ 1.

曲線 Γ′は Fermat-Klein曲線 Γd′,m′と射影同値であり

d′ = d− 3k ≤ d,

d′ − 2m′ = (i+ j − 2k)− 2(i− k) = j − i ≥ 0

である．よって命題 2.1より，m′ ≥ 1ならば

|Lin0(Γ)| ≤ |Lin0(Γd′,m′)| ≤ d′(d′ − 3)− 3m′(m′ − 2)

≤ d(d− 3) + 3 < d2,



m′ = 0ならば |Lin0(Γ)| ≤ |Lin(Γd′,0)| = d′2 ≤ d2が成り立つ．したがって (⋆)より

|G| ≤ 6d2がいえる．

|G| = 6d2とすると (B-2)でm′ = 0かつ d′ = dとなり，Lin0(Γ)は d次 Fermat曲

線 Fd : X
d + Y d +Zd = 0に作用する．さらに位数の比較により Lin0(Γ) = Lin0(Fd)

がいえ，このことから容易に Γが Fdと射影同値であることが示される．

(C)の場合

このとき |G| ≤ 360である．また g = g(Γ)とおくと，Hurwitzの定理により

|G|
g − 1

= 84, 48, 40, 36, 30,
132

5
または

|G|
g − 1

≤ 24

が成り立つ．

d ≥ 8ならば |G| ≤ 360 < 6d2なので d ≤ 7としてよい．

|G| ≥ 6d2 とする. d = 5, 7のとき，(d, |G|) = (5, 168), (5, 216), (5, 360)または

(7, 360)である．d = 5のとき g ≤ 6なので，上の条件からこの場合は起こりえない

ことがわかる．d = 7なら g ≤ 15なので，上の条件から g = 9, 10または 12. このと

き Γの特異点は高々6点，重複度は高々4である．Gは Sing(Γ)を集合として固定す

るので，補題 1.8より

360 = |G| ≤ 12(g − 1) + 6 · 4 · 6 ≤ 276

となり矛盾．

d = 6のとき，216 ≤ |G| ≤ 360よりG = A6またはH216である.

G = A6のとき，ΓがWiman 6次曲線W6と射影同値でなければ, W6∩Γは高々36

点からなるW6の部分集合で，Gによって固定される．したがって補題 1.7(1)より

360 = |G| ≤ 12 · 9 + 6 · 36 = 324

となり矛盾．よって ΓはW6と射影同値である．

G = H216のとき，その生成元の作用をみることにより，ΓはHesse 6次曲線H6 :

X6 + Y 6 + Z6 − 10(X3Y 3 + Y 3Z3 + Z3X3) = 0と射影同値であることが示される．

d = 4のとき，Hurwitzの定理から |G| = 168となる．ΓがKlein 4次曲線K4と射

影同値でなければ, K4 ∩ Γは高々16点からなるK4の部分集合で，Gによって固定

される．したがって再び補題 1.7(1)より

168 = |G| ≤ 12 · 2 + 6 · 16 = 120

となり矛盾．よって ΓはK4と射影同値である．



4 応用

主定理を応用して，非特異曲線の自己同型群の位数を評価できる場合がある．

Cを非特異曲線，ΓをCの次数 dの平面モデルとする．射影同値を除いて，Γが

Cの次数 dの唯一の平面モデルならば，自然にAut(C) ≃ Lin(Γ) が成り立つ．この

ような状況を保証する条件として，次の結果がある：

命題 4.1. ([Ac, Theorem 4.3] (Accola, 1979)) 非特異曲線Cが 2つの simpleな g2dを

もつとき

g(C) ≤ 1

3
(d2 − 3d+ 3)

が成り立つ．

とくに，この命題と定理 1.5から次が得られる：

系 4.2. Cを種数 g ≥ 2の非特異曲線とする．Cが次数 dの平面モデル Γをもち

g >

[
1

3
(d2 − 3d+ 3)

]
であるとき，Aut(C) ≃ Lin(Γ)．さらに C ̸≃ K4,W6ならば |Aut(C)| ≤ 6d2が成り

立つ．
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