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1 概要と背景

概要

講演の主題は，非特異平面曲線の自己同型群の研究である．Cを複素数体C上で
定義された次数 d ≥ 4の非特異平面曲線とする．このとき，Cの自己同型群につい

ていくつかの問題が考えられる．

問題. (1) Cの自己同型群Aut(C)の位数の上限を与えよ．

(2) 位数の大きい自己同型群をもつ非特異平面曲線を分類せよ．

(3) Aut(C)の群構造を分類せよ．

これらの問題に対し，定理 3.2, 定理 3.4, 定理 3.1でそれぞれ解答を与える．

背景

種数 g ≥ 2のコンパクトリーマン面 (C上の非特異既約な射影的代数曲線)の自己

同型群は有限群であり，その位数は 84(g − 1)以下であることが知られている (定理

2.1を参照)．

群構造については，超楕円曲線の場合には分類されている ([BEM], [BGG]など)．

超楕円的でない曲線の自己同型群に関しては，種数 3(非特異平面 4次曲線)の場合

の分類 ([He], [KKu], [KKi])をはじめ，種数の小さい場合 ([Br, Chapter 5])や最大位

数 84(g − 1)の場合などについてはある程度わかっている ([Ma], [K]など)．

非特異平面曲線については，以前に加藤崇雄，米田二良，大渕朗各氏との共同研

究により，[HKKO]で非特異平面曲線の間の自己同型，[HKO]で自己同型による商

曲線の分類を行った．
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2 コンパクトリーマン面の自己同型群

Xを種数 g ≥ 2のコンパクトリーマン面とする．Xの自己同型群Aut(X)の位数

についてはよく知られた上限が存在する：

定理 2.1. (Hurwitz [Hu]) Aut(X)は有限群で |Aut(X)| ≤ 84(g − 1)．

また，Greenbergの定理 ([G, Theorem 4])からどんな有限群もあるコンパクトリー

マン面の自己同型群となる．

Hurwitzの上限はRiemann-Hurwitzの公式から導かれる．同様に，不変部分集合

をもつような自己同型群の部分群について，次のような位数の評価式が得られる．

定理 2.2. (及川 [O], 荒川 [A]) GをAut(X)の部分群とする.

(1) ([O, Theorem 1]) GがXの有限部分集合 S (|S| = k ≥ 1)を固定する (G(S) =

S)とき, |G| ≤ 12(g − 1) + 6kが成り立つ.

(2) ([A, Theorem 3]) GがXの交わりのない 3つの有限部分集合Si (|Si| = ki ≥ 1,

i = 1, 2, 3)をそれぞれ固定するとき, |G| ≤ 2(g− 1) + k1 + k2 + k3が成り立つ.

これらの不等式を用いることで，特別なコンパクトリーマン面, 例えば Fermat曲

線 Fd : Xd + Y d + Zd = 0や Klein曲線 Kd : XY d−1 + Y Zd−1 + ZXd−1 = 0

の自己同型群の構造を決定することができる．以下，射影変換 (X : Y : Z) 7→
(H1(X,Y, Z) : H2(X,Y, Z) : H3(X,Y, Z)) (H1, H2, H3 は 1次斉次式)を簡潔に

[H1(X,Y, Z), H2(X, Y, Z), H3(X,Y, Z)]で表す．

命題 2.3. Fermat曲線 Fd (d ≥ 4)の自己同型群は 4つの変換 [Y, Z,X], [X,Z, Y ],

[ζX, Y, Z]および [X, ζY, Z] (ζは 1の原始 d乗根)で生成され，3次対称群 S3と巡回

群の直積 (Z/dZ)2の半直積である：Aut(Fd) ' S3n(Z/dZ)2．とくに |Aut(Fd)| = 6d2.

命題 2.4. d ≥ 5のとき，Klein曲線 Kd : XY d−1 + Y Zd−1 + ZXd−1 = 0の自己

同型群は 2つの変換 [Y, Z,X]と [ξ−(d−2)X, ξY, Z] (ξは 1の原始 (d2 − 3d + 3)乗根)

で生成され，2つの巡回群 Z/3Zと Z/(d2 − 3d + 3)Zの半直積である：Aut(Kd) '
Z/3ZnZ/(d2 − 3d+ 3)Z．とくに |Aut(Kd)| = 3(d2 − 3d+ 3). また d = 4のときは

|Aut(K4)| = 168である.

注 2.5. 命題 2.3は古くから知られている．命題 2.4も既知に違いないと思われるが，

筆者は証明を見たことがない．

また，とくに曲線上の 1点を固定する場合には次のことが知られている．

命題 2.6. Aut(X)の部分群GがX上の 1点を固定すれば，Gは巡回群である．
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3 主結果

Cを次数 d ≥ 4の非特異平面曲線，GをCの自己同型群Aut(C)の部分群とする．

このときGは自然に射影変換群 PGL(3,C) = Aut(P2)の部分群とみなされる．

主定理を述べるためいくつか用語を定める．

単項式 cX iY jZk (c 6= 0)に対して，max{i, j, k}をその式の指数とよび，d次斉次

式F = F (X,Y, Z)に対してF の最大指数の項の総和をF の核とよぶことにする．F

の核を除いた各項を低指数の項という．

二つの平面曲線C, C0に対して，ある斉次座標のもとで

(1) Cの定義多項式の核はC0の定義多項式

(2) Aut(C)はAut(C0)の部分群

が成り立つとき，CはC0の子孫であるという．

(2, 1)ブロック型の正則行列

M =

 A
0

0

0 0 α

 (A ∈ GL(2,C), α ∈ C∗)

で代表される射影変換の全体をPBD(2, 1)で表す．このとき自然な射影ρ : PBD(2, 1) →
PGL(2,C) ([M ] 7→ [A])がある．

これらの用語を用いて，非特異平面曲線の自己同型群を次のように分類すること

ができる．

定理 3.1. Cを次数 d ≥ 4の非特異平面曲線，GをCの自己同型群Aut(C)の部分群

とする．GはPGL(3,C)の部分群とみなされる．このとき次のうち一つが成り立つ．

(a-i) GはC上の 1点を固定する．さらにGは位数 d(d− 1)以下の巡回群.

(a-ii) GはC上にない 1点を固定する．さらに可換図式

1 → C∗ → PBD(2, 1)
ρ→ PGL(2,C) → 1 (完全)

↪→ ↪→ ↪→

1 → N −→ G −→ G′ → 1 (完全),

が存在し，N = Ker(ρ|G), G′ = Im(ρ|G)について以下のことが成り立つ．

(1) N は位数が dを割る巡回群．

(2) G′は巡回群Z/mZ, 二面体群D2m, 4次交代群A4, 4次対称群S4, 5次交代

群A5のうち一つと共役．
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(3) G′ ' Z/mZならばm ≤ d− 1，G′ ' D2mならばm| d− 2あるいはN が

自明となる.

とくに |G| ≤ max{2d(d− 2), 60d}が成り立つ.

(b-i) Cは Fermat曲線 Fd : X
d + Y d + Zd = 0の子孫である. とくに |G| ≤ 6d2.

(b-ii) C は Klein曲線Kd : XY d−1 + Y Zd−1 + ZXd−1 = 0の子孫である. とくに，

d ≥ 5のとき |G| ≤ 3(d2 − 3d+ 3).

(c) Gは PGL(3,C)の原始的有限部分群, つまり 5次交代群A5, 6次交代群A6, 位

数 168のKlein群, 位数 216のHesse群あるいはその位数 36か 72の部分群の

うち一つと共役. とくに |G| ≤ 360.

この定理により，非特異平面曲線の自己同型群について位数の上限が与えられる．

さらに，次数 dを固定したとき，最大位数の自己同型群をもつ非特異平面曲線の分

類が得られる．

定理 3.2. C を次数 d ≥ 4の非特異平面曲線とするとき，次の二つの場合を除いて

|Aut(C)| ≤ 6d2が成り立つ：

(i) d = 4かつCは 4次のKlein曲線XY 3 + Y Z3 + ZX3 = 0と射影同値. このと

きAut(C)は位数 168のKlein群と共役である.

(ii) d = 6かつCは 6次のWiman曲線

10X3Y 3 + 9(X5 + Y 5)Z − 45X2Y 2Z2 − 135XY Z4 + 27Z6 = 0

と射影同値．このときAut(C)は 6次交代群A6(位数 360)と共役である.

さらに，d 6= 6のとき |Aut(C)| = 6d2となるのはCがFermat曲線Fd : X
d+Y d+Zd =

0と射影同値であるとき，またそのときに限る．とくに，各 d ≥ 4に対し, 最大位数

の自己同型群をもつ非特異平面曲線は射影同値を除いてただ一つ存在する.

注 3.3. (1) この定理は次数 dが小さいときには既知の結果である．まず d = 4の場

合と，6次のWiman曲線が 6次交代群A6を自己同型群にもつことは古典的に知られ

ていた (see [Bl]). また，d = 6のときA6を自己同型群にもつ曲線が (射影同値を除い

て)Wiman曲線しかないことは [DIK]で示されている．さらに，d = 5, 7, 11, 13, 17, 19

の場合が [KMP]で証明されている．なお，Pambiancoはプレプリント [P]で任意の

次数 d ≥ 4についてこの定理を扱っているが，証明は概略しか述べておらず不十分

に見える．

(2) d = 6のとき, 方程式

X6 + Y 6 + Z6 − 10(X3Y 3 + Y 3Z3 + Z3X3) = 0
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で定まる非特異 6次曲線は位数 216の Hesse群を自己同型群にもつ. 射影同値を除

いて，位数 216 = 63の自己同型群をもつ 6次曲線は Fermat曲線とこの曲線だけで

ある．

曲線の次数が高い場合には，定理 3.1を用いて位数の大きい自己同型群をもつ曲

線を分類することができる．

定理 3.4. Cを次数 d ≥ 60の非特異平面曲線とする．|Aut(C)| > d2ならば Cは次

の曲線のうち一つと射影同値である．

(i) Fermat曲線 Fd : X
d + Y d + Zd = 0 (|Aut(Fd)| = 6d2).

(ii) Klein曲線Kd : XY d−1 + Y Zd−1 + ZXd−1 = 0 (|Aut(Kd)| = 3(d2 − 3d+ 3)).

(iii) 曲線Zd +XY (Xd−2 + Y d−2) = 0. このとき短完全列

1 → Z/dZ → Aut(C) → D2(d−2) → 1

が存在する．とくに |Aut(C)| = 2d(d− 2).

(iv) Fermat曲線の子孫X3m + Y 3m + Z3m − 3λXmY mZm = 0 (d = 3m, λ 6= 0,

λ3 6= 1). このとき |Aut(C)| = 2d2.

(v) Fermat曲線の子孫 X2m + Y 2m + Z2m + λ(XmY m + Y mZm + ZmXm) = 0

(d = 2m, λ 6= 0,−1,±2). このときAut(C)は S3と (Z/mZ)2の半直積と同型
である．とくに |Aut(C)| = 6m2 = 3

2
d2.

注 3.5. (iii)の場合，曲線は点 (0 : 0 : 1)をGalois点にもつ．すなわち点 (0 : 0 : 1)

からの射影 π : C → P1はGalois被覆を与える．次数 dが小さい (d < 60)場合，位

数の大きい自己同型群をもつ曲線として，上の定理にあげた曲線以外にGalois点を

もつ曲線が多く現れる．Galois点については [Y]などを参照．

4 証明の方針

前節の定理の証明にあたって最も有用なのが，Mitchellによる PGL(3,C)の有限
部分群の分類である．

定理 4.1. ([Mi, Section 1-10], [DI, Theorem 4.8]) GをPGL(3,C)の有限部分群とす
る．このとき次のうち一つが成り立つ：

(a) Gはある直線とその上にない 1点をそれぞれ固定する．

(b) Gはある三角形（共点でない三直線）を固定する．
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(c) Gは原始的であり, 5次交代群A5, 6次交代群A6, 位数 168のKlein群, 位数 216

のHesse群あるいはその位数 36か 72の部分群のうち一つと共役.

注 4.2. 正確には，Mitchellの結果では (a)のかわりに Gが 1点を固定する場合と

直線を固定する場合があげられている．実際にはそれらはともに (a)の場合に帰着

する．

定理 3.1の証明の方針.　Cを次数 d ≥ 4の非特異平面曲線，GをAut(C)の部分群

とする．Gは自然にPGL(3,C)の部分群とみなされるので，上の定理にしたがって
場合分けする．(c)の場合はそのまま定理 3.1の (c)に対応するので，残りの場合を

考える．

(A) Gがある直線Lと，L上にない 1点P をそれぞれ固定する場合．まずP ∈ Cな

らば，命題 2.6よりGは巡回群である．このときには定理 3.1の (a-1)が成り立つ．

以下では P 6∈ Cとする．適当な座標をとり，L : Z = 0, P = (0 : 0 : 1)としてよい．

するとG ⊂ PBD(2, 1)なので，自然な射影 ρ : PBD(2, 1) → PGL(2,C)により可換
図式

1 → C∗ → PBD(2, 1)
ρ→ PGL(2,C) → 1 (完全)

↪→ ↪→ ↪→

1 → N −→ G −→ G′ → 1 (完全),

が得られる．ここでN = Ker(ρ|G), G′ = Im(ρ|G)．N はC∗の有限部分群なので巡

回群である．さらに π : C → C/N を自然な射影，πP : C → P1を点 P からの射影

とすると可換図式

C
π //

πP   @
@@

@@
@@

@ C/N

||yy
yy

yy
yy

P1.

�

が得られ，|N | = degπはdegπP = dの約数であることがわかる．一方G′はPGL(2,C)
の有限部分群である．後はG′の位数を評価することにより，(a-ii)が得られる ((b-i)

が得られる場合もわずかにある)．

(B) Gがある三角形∆を固定する場合．Gは 1点も直線も固定しないとしてよい．

さらに，適当な座標をとり，∆ = L1 ∪L2 ∪L3 (L1 : X = 0, L2 : Y = 0, L3 : Z = 0)

としてよい．三角形∆の頂点集合を V とする： V = {P1, P2, P3} (P1 = (1 : 0 : 0),

P2 = (0 : 1 : 0), P3 = (0 : 0 : 1))．

Gは 1点も直線も固定しないので，C ∩ V = ∅か C ⊃ V が成り立つ．C ⊃ V の

とき，Cの点 Piにおける接線を Tiで表す．すると次の場合にわかれる：

(B-1) C ∩ V = ∅.
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(B-2) C ⊃ V で，すべての Tiが∆の辺である．

(B-3) C ⊃ V で，どの Tiも∆の辺でない．

(B-1) この場合，Cは

aXd + bY d + cZd + (低指数の項) (a, b, c 6= 0)

の形の多項式で定義される．必要なら座標を取り直して，a = b = c = 1としてよ

い．こうしてCは Fermat曲線の子孫であることがわかり，(b-i)が得られる．

(B-2) この場合，T1 = L3, T2 = L1, T3 = L2としてよい．するとCは

aXY d−1 + bY Zd−1 + cZXd−1 + (低指数の項) (a, b, c 6= 0)

の形の多項式で定義される．必要なら座標を取り直して，a = b = c = 1としてよ

い．こうしてCはKlein曲線の子孫であることがわかり，(b-ii)が得られる．

(B-3) この場合，実はGは 1点か直線を固定集合にもつことがいえ，矛盾が生じる．

こうしてこの場合は排除でき，証明が終わる．
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