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はじめに

ホロノミック勾配法 (HGM):
関数 f の満たす微分方程式系を利用して、関数の f の値を計算
する。

ホロノミック勾配降下法 (HGD):
関数 f の満たす微分方程式系を利用して、関数の f の極大値・極
小値を計算する。

HGDと HGMの大まかな手順：
...1 関数 f の満たす連立微分方程式系 (ホロノミック系)を求める．
...2 微分方程式を数値計算に適した形 (Pfaffian系)に変形する
...3 Pfaffian系を利用して数値計算

ホロノミック系は Pfaffian系に変換できることが保証されている
微分方程式系．



HGM,HGDに関する研究

Fisher-Bingham積分
H. Nakayama, K. Nishiyama, M. Noro, K. Ohara, T. Sei, N.
Takayama, A. Takemura: Holonomic Gradient Descent and its
Application to the Fisher-Bingham Integral, Advances in
Applied Mathematics, 2011
T. Koyama, H. Nakayama, K. Nishiyama, N. Takayama,
Holonomic Gradient Descent for the Fisher-Bingham
Distribution on the n-dimensional Sphere, arXiv1201.3239,
2012

Fisher積分
T. Sei, H. Shibata, A. Takemura, K. Ohara,N. Takayama,
Properties and applications of Fisher distribution on the
rotation group, arXiv1110.0721, 2011

Wishart matrix
H. Hashiguchi, Y. Numata, N. Takayama, A. Takemura,
Holonomic gradient method for the distribution function of the
largest root of a Wishart matrix, arXiv1201.0472, 2012



今回の研究の動機

多変量正規分布 N(µ,Σ)に従う確率ベクトル X = (X1, . . . , Xm)が
第一象限に値をとる確率 (象限確率)

P(X ∈ E) (E := {x ∈ Rm|xi ≥ 0})

を HGMで計算したい。
既存の手法：モンテカルロ法や逐次数値積分

Genz,A.(1992), Numerical computation of multivariate normal
probabilities. Journal of Computatioanal Graphical Statistics,
1, 141-150.
Genz, A. and Bretz, F.(1999), Numerical computation of
multivariate t-probabilities with application to power
calculation of multiple contrasts. Jounal of Statistical
Computation and Simulation 63, 361-378.
Miwa, A., Hayter J. and Kuriki, S. (2003). The evaluation of
general non-centred orthant probabilities. Journal of the Royal
Statistical Society, Ser.B, 65, 223-234.



象限確率に関連する研究



数値計算への微分方程式の利用 (主に象限確率)

...1 Schläfli,L.(1858). On the multiple integral
∫ n dxdy . . . dz

whose limits are
p1 = a1x + b1y + · · · + h1 z > 0, p2 > 0, . . . , pn > 0 and
x2 + y2 + · · · + z2 < 1. Quart.J.Pure Appl. Math.2,269-301;3,
54-68, 97-108.

...2 R.L.Plackett, A Reduction Formula for Normal Multivariate
Integrals, Biometrika, Vol. 41, No.3/4(Dec., 1954), pp.351-360

...3 H.I.Gassmann, Multivariate Normal Probabilities:
Implementing an Old Idea of Plackett’s, Journal of
Computational and Graphical Statistics, Vol.12, No.3(Sep.,
2003), pp. 731-752

...4 HGMによるアプローチ (2012)



HGM・HGDの強力な点

...1 広い範囲の問題への対応
積分を見ただけで”微分方程式があるはず”と，予言できる．
(ホロノミック系の一般論)
必要な微分方程式を求めるアルゴリズムがある．
積分によっては見ただけで，微分方程式系の形まで分かる．
(今日の話)

...2 微分の数値まで計算できる
HGDのかなめ⇒最尤法への応用 (ex. Fisher-Bingham積分 )
象限確率では Face上の積分まで計算する

...3 計算量を理論的にとらえられる．
ホロノミックランク



象限確率の計算への準備

第一象限 Eの定義関数 χEを用いると

P(X ∈ E) = E[χE(X)]

となり、象限確率の計算は、期待値の計算に帰着する。
そこで，一般の関数 f について

E[ f (X)]

を HGMで数値計算することを考えてみる．



ホロノミック系を求めたい関数

期待値 E[ f (X)]は,変数変換 θ = Σ−1µ, τ = − 1
2Σ
−1 により，

1
(2π)m/2|Σ|1/2

exp
(
−1

2
µtΣ−1µ

) ∫
Rm

f (x) exp

 m∑
i=1

θixi +

m∑
i, j=1

xix jτi j

 dx

と書ける．この式に現れる積分の値 g(τ, θ)を HGMで計算する．

C代数としての準同型 φ

Dx := C⟨xi, ∂xi : 1 ≤ i ≤ m⟩ → Dθ,τ := C⟨θi, τi j, ∂θi , ∂τi j : 1 ≤ i ≤ j ≤ m⟩

xi 7→ ∂θi , ∂xi 7→ −θi − 2
m∑

k=1

τik∂θk

を準備しておく．但し，τi j = τ ji, ∂τi j = ∂τ ji とする．



積分 g(τ, θ)の満たすホロノミック系

.
Theorem
..

.

. ..

.

.

微分作用素 P1, . . . , Ps ∈ Dxが，緩増加な関数 f (x)を消去すると
する．このとき，Dτ,θの微分作用素

φ(Pk), (1 ≤ k ≤ s)
∂τi j − 2∂θi∂θ j , (1 ≤ i < j ≤ m)

∂τii − ∂2
θi
, (1 ≤ i ≤ m)

は関数 g(τ, θ)を消去する．
しかも，I = ⟨P1, . . . , Ps⟩がホロノミックなら，上の微分作用素た
ちで生成されるイデアル J もホロノミックである．

Remark: この定理は f が緩増加超関数の場合にも成立する．



応用例

f が第一象限の定義関数 χEである場合 (象限確率):
定義関数 χEの満たすホロノミック系 x1∂x1 , . . . xm∂xm に定理
の変換を適用すれば良い．
領域が凸多面体の時の例
右の図で表される領域の定義関数
f (x) = H(x)H(y)H(1 − x − y) の
満たすホロノミック系は，

(x + y − 1)x∂x, (x + y − 1)y∂y

xy(∂x − ∂y)
f = δ(x2

1
+ · · · + x2

m − r2)の満たすホロノミック系

x2
1 + · · · + x2

m − 1
xi∂x j − x j∂xi

r∂r + x1∂x1 + · · · + xm∂xm + 1

に定理の変換を施すと，Fisher-Bingham微分方程式系が出て
くる．



象限確率のためのホロノミック系

.
Theorem
..

.

. ..

.

.

微分作用素

2
m∑

k=1

τik∂θi∂θk + θi∂θi + 1 (1 ≤ i ≤ m, τi j = τ ji) (積分領域)

∂τi j − 2∂θi∂θ j (1 ≤ i < j ≤ m) (被積分関数を零化)

∂τii − ∂2
θi

(1 ≤ i ≤ m) (被積分関数を零化)

は関数

g(θ, τ) =
∫ ∞

0 . . .
∫ ∞

0 exp
(∑m

i=1
θixi +

∑m
i, j=1

xix jτi j

)
dx1 . . . dxmを

消去する．しかも，これらの微分作用素が微分作用素環 Dθ,τ にお
いて生成する左イデアル Iは holonomicである．

.
Theorem
..

.

. ..

.

.rank(I) = 2m



ホロノミックランクの証明

∫
E(ε)

exp

 m∑
i=1

θixi +

m∑
i, j=1

xix jτi j

 dx

E(ε) = {x ∈ Rm|εixi > 0, 1 ≤ i ≤ m},
ε ∈ {−1, 1}m

はホロノミック系の 2m個の線形独立な解で
ある．したがって，rank(I) ≥ 2mが言える．

m = 2 のときの積分領域

rank(I) ≤ 2mは Pfaffian系が構成できれば，それから従う．(これ
から作る)．Q.E.D

余談：Fisher-Bingham微分方程式系の場合は，解が簡単に作れな
いので rankの計算が大変だった (西山さんの講演).



Pfaffian系 (その 1)

[m] = {1, . . . , m}とおき、
J = { j1, . . . , js} ⊂ [m], ( j1 < j2 < · · · < js)に対して，
dxJ =

∏
j∈J dx j とおく。次のような 2m個の関数を考える。

gJ(θ, τ) =
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
exp

∑
i∈J

θixi +
∑
i∈J

∑
j∈J

xix jτi j

 dxJ

gJ は第一象限の Face上の積分で定義される．gJ から、確率
P(X j ≥ 0, j ∈ J)が計算できる．
また，

τJ = (τi j)i, j∈J ,

θJ = (θ j1 , . . . , θ js)
T

ΣJ = −1
2

(τJ )−1 = (σJ
i j

),

µJ = ΣJθJ = (µJ
j1
, . . . , µJ

js
)

とおく．



Pfaffian系 (その 2)

関数 gJ たちは次の補題を満たす。
.
Lemma
..

.

. ..

.

.

∂θi gJ =

µ
J
i

gJ +
∑

j∈J σ
J
i j

gJ\{ j} i ∈ J

0 i < J

補題の式から，∂τi j gJ の式も簡単に導ける．

これらの関数を成分とするベクトル Gを考えると、lemma
は Pfaffian系を与えていることが分かる。

この式から，Plakettの論文の式が導ける (はず)．

Lemmaは関数についての等式だが，適当な議論により，こ
の等式は R/RIでの等式に書き換えられる. gJ に対応する微
分作用素はモノミアルではない．



計算実験

サンプル点での計算
No. 次元 HGM Monte-Carlo miwa
1 2 0.630284 0.630283928 0.630283927
2 3 0.228441 0.228360444 0.228440991
3 3 0.555453 0.555443895 0.555453341
4 5 0.034525 0.034527650 0.034557476
5 6 0.12418 0.124177318 0.124204057
6 7 0.00892401 0.008923956 0.008923870
7 8 0.00834677 0.008347069 0.006274305

m ≤ 6までなら高速に動く (Gassmannの計算実験に対応).



プログラムの実行例

.
使い方
..
.
. ..

.

../qpn [-t][-e][-h] dimension filename

.
実行例
..

.

. ..

.

.

$less sigma_mu2-4.txt

1.0 0.5

0.5 1.0

1.0 0.5

$./qpn 2 sigma_mu2-4.txt

move_tau_rot ...........

move_theta ..........

result:

g = [1.000000 2.548158 1.085402 5.654497]

P = 0.630284



勾配法に関する注意

計算量について
rank(I) = 2m =⇒ランクの呪い
Pfaffianの行列サイズ = 2m × 2m,及び，2m回の逆行列計算
計算量のオーダー

(HGMの計算量)
= (初期値計算)
+(stepの回数) × (微分の計算)

微分の計算量
計算量

τi jの移動 O(m32m)
θi jの移動 O(m22m)
回転 O(m42m)

実装について
(θ, τ)が Pfaffian系の特異点
⇔行列 τのある主小行列式が消える
勾配法の初期点は (θ, τ) = (0,− 1

2 I)に取れば良い．
特異点を避けようとすると，Pathが複雑になり計算速度が低
下する．
プログラムは GSLを利用．



まとめ

象限確率の計算が HGMでできた.
Plakett,Gassmannらの既存の手法より HGMで行うと見通し
がよい．

計算量の解析が可能
一般の凸多面体への拡張の可能性 (微分関係式)

正規分布による期待値計算に必要なホロノミック系が得ら
れた

今後の展望：

高速化 (Pfaffian系の改良など)
領域が一般の凸多面体場合の確率計算

ホロノミックランクはどのように書けるか？


