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本稿では，動的交通均衡配分モデルの解析理論の近年の進展について解説する．渋滞の時空間進展と利用者
行動の相互作用から生じる，複雑な交通ネットワーク流の見通しのよい解析を可能とする移動座標系アプロー
チに対象を限定し，車両を流体近似する伝統的なモデルと最近進展している粒子型のモデルを対比的に紹介す
る．その中で得られる，それぞれのモデルの特徴や関係，均衡解の数理特性に関する成果を踏まえ，双方の優
位性を活かした今後の発展の方向性について述べる．
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1. はじめに

(1) 交通流モデルの二つの実装法

唐突ではあるが，途中出入りのない単一道路（単一

車線）区間の交通シミュレーション，ここでは追従モ

デルを実装することを考えてみよう．どのような実装

法が思い浮かぶであろうか？ 細部の違いはあるにして

も，その実装法は大きく二つに別れるであろう．

一つは，単位時間 ∆t毎に，道路上に存在する全車両
の位置をモデルから計算される速度・加速度に基づき

更新していく方法である．交通シミュレーションのデ

モなどで車両が時々刻々動いていく様子をイメージす

れば分かりやすい．もう一つは，n台目の車両の位置を
対象区間全体に渡って計算した後に，その次に流入す

る車両 n+ 1台目の計算を行う，というものである．こ
こでは，前者を時間ベースの実装法，後者を車両ベー

スの実装法と呼ぶことにしよう．また，二つの方法の

イメージを時空間図で表したものが，図–1である．

現在考えている状況では，これらの二つの実装法は

（同じ結果をもたらすという意味で）等価である．その

理由は第一に，標準的な交通流モデルでは，因果律，あ

るいは，（運転挙動の）異方性（anisotropic property）が
満たされるためである．因果律とは，現在の交通状態

は過去の状態にのみ依存する（逆に言えば，将来の交通

の影響を受けない）こと1)，運転挙動の異方性は，車両

が前方の車両のみから影響を受ける（逆に言えば，後方

の車両から影響を受けない）こと2)，を意味する．因果

律と追従挙動の異方性は，同様の交通流特性を異なる視

点（前者はある地点の視点，後者は車両の視点）から述

べたものと言える（以下では，「因果律」の用語を用い

る）．第二の理由は，追い越しがなく First-In-First-Out
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図–1 交通流モデルの二つの実装法

(FIFO)原則が成り立つためである．
上述の二種類の交通特性と二つの実装法の関係は以

下のようにまとめられる．時間ベースの実装法は，時

間という大域的な参照点1に従って計算を進める因果律

（のみ）に基礎をおく方法である．一方，車両ベースの

実装法は，因果律に加え FIFOが成立する場合に存在す
る，車両の“適切な”配分順序（ここでは，車両の流入

順序）を大域的な参照点として計算を進める方法であ

る．つまり，汎用性という観点からは必要となる条件

の少ない時間ベースの実装法に優位性がある．

1 “グローバル変数”と呼ぶこともできよう．
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(2) 動的交通均衡配分の二つの解析アプローチ

本題であるネットワーク交通流モデル，具体的には，

動的利用者均衡（DUE: Dynamic User Equilibrium）配
分モデルに話を移そう．DUE 配分モデルは，静的な
Wardrop 均衡配分モデル3),4) の自然な拡張であり，全

ての利用者が事後的な最短経路を選択することを仮定

する．このモデルを含む動的なネットワーク交通流モ

デルは，従来の“時間軸”を完全に捨象した静的なモデ

ルの抱える本質的課題—渋滞現象を表現できない—の
解決を目的としている5)．そして，きめ細かな需要管理

施策や ITS (Intelligent Transportation Systems)の評価と
いった現代的な交通計画あるいは交通運用上の課題に

対応する理論的基盤として研究が進められている．

DUE配分モデルやその解析のアプローチの分類は様々
考えられるが，ここでは，前節の二つの実装法の考え方

に対応する解析アプローチの分類を考える．第一のア

プローチは，時間の関数として変数を定義しモデルを

記述するものであり，時々刻々のネットワーク交通流

を記述する上で極めて自然なアプローチであると言え

よう．第二のアプローチは，車両の“適切な”配分順序

の関数として変数を定義しモデルを記述するものであ

る．上述のように，車両の適切な配分順序が存在するた

めには FIFOが成立している必要があるが，DUE配分
モデルでは少なくとも起終点（OD: Origin-Destination）
ペア毎には FIFOの成立が保証できる．つまり，ある時
刻に起点を出発する車両が，より早い時刻に同一起点

を出発する車両より早く同じ終点に到着できる（i.e.,追
い越しが発生する）とすると，DUE配分の想定する経
路選択原理に明らかに矛盾する．

以上の分類における，時間，車両配分順序という大

域的参照点の違いは，モデルを記述する（変数を定義す

る）“座標系”の違いと言うこともできる．ネットワー

クモデルでは，ネットワーク上の“位置”を表すノー

ド/リンクが共通するもう一つの大域的な参照点となる
ので，第一のアプローチは（時間,位置）座標系，第二
のアプローチは（車両順序,位置）座標系を採用してい
ることを意味する．交通流理論6) に倣って，前者のよ

うな時間と位置に固定された座標系をオイラー座標系

（Euler coordinate system），後者のように車両を追跡
するかたちで定義される移動座標系をラグランジュ座

標系（Lagrange coordinate system）と呼ぶ．

OD毎の FIFOの成立は，複数 ODの車両の適切な配
分順序の存在を保証するものではないため，ラグラン

ジュ座標系に基づくアプローチはネットワークや OD
の設定にいくらかの制約をもうける必要がある（その

制約については本稿の以降の章で詳述する）．つまり，

汎用性という観点からはやはり，オイラー座標系に基

づくアプローチに優位性がある．しかしながら，ネッ

トワークレベルで FIFOが成立するという DUE配分モ
デルの本質的な特性を活かしたラグランジュ座標系ア

プローチは，オイラー座標系アプローチでは見えてこ

ないモデルの持つ数理構造をあぶりだし，見通しのよ

い解析を可能にする，という大きなメリットがある．

このことを簡単に見るために，（DUE配分モデルにお
ける）利用者が実際に経験する経路旅行時間を具体的

に表現してみよう．いま，ある起点を時刻 tに出発する
利用者の最短経路 rの旅行時間を Cr(t)とすると，オイ
ラー座標系では，経路に含まれるリンク l = 1, 2, 3, . . .
の流入時刻 t毎に定義される旅行時間 cl(t)を用いて，

Cr(t) = c1(t) + c2(t + c1(t))

+ c3(t + c1(t) + c2(t + c1(t))) + . . .

と表される．この式から分かるように，各リンクへの

到着（流入）時刻にそのリンクに到着するまでの全ての

リンクの旅行時間が含まれる，という複雑なネスト構

造が経路旅行時間評価に含まれる．しかも，一般的な

ネットワークでは，このような複雑な旅行時間構造を

持つ経路が多数存在し，それらが各リンク（正確には，

ボトルネック）上で相互干渉している．このような複

雑な経路旅行時間関数の数学的特性を把握することは

極めて難しい．実際，オイラー座標系に基づく従来研

究では，この壁に阻まれ，モデル特性を数理的に明確

に把握するに至っていない．

一方，ラグランジュ座標系では，（例えば，単一 OD
ネットワークを考えれば）ある起点を n番目に出発す
る利用者の最短経路 rの旅行時間 Cr(n)は，各リンクの
車両配分順序毎に定義される旅行時間 cl(n)を用いて，

Cr(n) = c1(n) + c2(n) + c3(n) + . . .

のように書くことができる2．先とは異なり，（あたか

も標準的な静的な利用者均衡配分モデルのように）リ

ンク旅行時間の線形和として経路旅行時間が記述され

る．こうした違いが生じる大きな理由は，利用者がト

リップ中に実際に経験する旅行時間を評価するために

は，利用者の“時空間”経路を追跡する必要があるため

である．オイラー座標系では，空間を表すリンクの順

番に加え，各リンクへの到着時刻を（絶対）時刻を用

いて車両を追跡しているために評価が複雑化していた．

一方，ラグランジュ座標系では，そもそもリンク旅行時

間が利用者の時空間移動に沿って定義されるため，極

めて単純な記述が可能となる．

もう一つのラグランジュ座標系のメリットは，図–
1(b)のイメージのように，DUE配分モデルを車両順序
の軸に沿って分解することができるという点である．す

なわち，ある車両（あるいはODフロー）のネットワー

2 この記述は必ずしも正確なものではないが，現時点ではこの式
のように理解して問題はない（正確な記述は後述する）．
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クへの配分は，その車両よりも前の順序の車両にのみ

影響を受け，後ろの順序の車両の影響を受けることは

ない．そのため，車両順序に関して“前向き”に逐次解

析/計算してゆくことが可能である．

なお，DUE配分以外の配分原則を仮定する，動的利
用者最適（DUO: Dynamic User Optimal）配分モデルや
動的システム最適（DSO: Dynamic System Optimal）配
分モデルは，ネットワークレベルの FIFOは成立しない
ので，オイラー座標系で解析するのが自然である4)．

(3) 研究小史と本稿の概要

DUE配分モデルをラグランジュ座標系で解析するア
プローチは，Kuwahara and Akamatsu7),8) により提案さ

れ，主に我が国で研究が進んできている．その初期の

成果（1990∼2000年代前半）は，赤松9),4)，桑原10),11)，

桑原・赤松12) にまとめられている．具体的には，ラグ

ランジュ座標系3に基づく DUE配分モデルの定式化や
解析解の分析とその交通制御問題への応用13),14),15),16)，

効率的な解法アルゴリズムの開発17)，出発時刻・経路同

時選択モデルへの拡張18)，などの成果が得られている．

上記に続く 2000年代後半から現在に至る一連の研究
の流れの中で，とりわけ新しいのが，井料19),20)によって

導入された，粒子型のDUE配分モデルである．これは
車両を流体/連続体近似する従来のモデルとは異なり4，

車両を粒子として扱い，DUE配分を（純粋戦略）Nash均
衡としてモデル化するものである．これまでのところ，

均衡解の導出を保証するアルゴリズムの開発23),24),25)や

均衡解の安定性に関する結果26)など，従来の流体モデル

では得られていない結果を得ることに成功している．一

方，流体モデルについても，解の一意性に関する結果27)

や出発時刻・経路同時選択モデルの解法構築28)，ネッ

トワークレベルの交通状態/性能を巨視的に捉える指標
“Macroscopic Fudamental Diagram (MFD)29)”を DUE配
分モデルから理論的に理解/説明しようという試み30),31)

がなされている．

以上，ラグランジュ座標系アプローチの近年の進展

は，流体モデルと粒子モデルの双方の強みを活かした

ものであると見ることができる．現在でも両モデルの

関係性が完全にわかっているわけではないが，その関

係性が明らかになってくれば，相互に知見を補いなが

らさらなる理論の発展を期待することができる．本稿

の目的は，これらのモデルを対応づけながら紹介する

ことである．

なお，DUE配分モデルの研究の大半はオイラー座標

3 当時は「ラグランジュ座標系」という呼び名は使われていない．
4 「オイラー座標系 =流体/連続体モデル」，「ラグランジュ座標系

=粒子/追従モデル」という対応で語られることも多いが，近年
の交通流理論21),22) によれば，座標系と車両の表現粒度（離散
化の程度）は独立に考えることができる．

系に基づくものであり，近年も多くの研究がなされてい

る．特に理論的な側面に焦点を当てたものとして，比

較的新しい理論である微分変分不等式32) を DUE配分
モデルの数学的基礎として採用しようとする研究があ

る33),34)．解の存在に関しては弾性需要型の出発時刻・

経路選択同時均衡問題というかなり一般的な場合での

成果が得られている35) が，その他は不動点アルゴリズ

ムに基づくヒューリスティックス解法を示すに留まっ

ており，より深い均衡解の特性解析5（i.e.,一意性，安
定性，保障つきの解法構築）に有効か否かは現時点で未

知数である．その他としては，利用者選択行動の一般

化37)や交通流ダイナミクスの精緻化34)など，より現実

的な“モデル開発”を志向するものが多い38)．しかし，

こうした拡張モデルは複雑性が増すため，均衡解の持

つ数理特性や一般性のある知見を得ることはさらに難

しくなっているのが現状である．

また，本稿では紙面の都合上割愛するが，Vickrey39)

や Hendrickson and Kocur40) を嚆矢とする DUE配分モ
デルのもう一つの主要な流れである，出発時刻選択均

衡問題においてもラグランジュ座標系アプローチの近

年の進展がある．Kuwahara41)のタンデム・ボトルネッ

クの解析，井料ら42),43)の出発時刻選択均衡問題の線形

計画問題としての定式化に始まるこの流れでは，複数

ボトルネック問題への拡張44),45)や均衡フローパターン

の規則性解析46) などの理論的な成果が得られている．

本稿の構成では以下の通りである．まず，2.では，最
も単純な単一起点ネットワークを対象に，DUE配分の
粒子モデルと流体モデルを示す．ここでは，なぜ粒子モ

デルでは均衡解の導出を保証するアルゴリズムを構築

できるのか？（逆に，流体モデルではなぜそれが難しい

のか？），について論ずる．続く 3.では，単一終点ネッ
トワークを対象に，唯一の起点を持つ場合には起こりえ

ない課題について考える．両モデルにおいて生じる課

題は異なるものの，その原因となるのは，道路上流への

車両の到着（需要）パターンの情報が，渋滞を通過する，

すなわち，整流化されることによって失われる（i.e.,道
路下流における車両流出パターンから上流での到着パ

ターンを復元できない），という渋滞ネットワーク特有

の性質である．4.では，現在明らかになっている，ラグ
ランジュ座標系による解析が可能な最も広いクラスの

ネットワーク“単一方向ネットワーク”（unidirectional
networks）における DUE配分モデルの数理特性—解の
一意性と安定性—の成果についてその証明の背景にあ
る発想を概観する．5.では本稿の内容のまとめとそれ
らを踏まえた今後の展望について簡潔に述べる．

5 この観点でのレビューとしては，Iryo36) を参照．
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2. 単一起点ネットワーク問題

本稿で取り扱うネットワークは，ノードと有向リンク

から構成される．ノードの集合をN，有向リンクの集
合をLとし，それぞれの集合の要素を i ∈ N，(i, j) ∈ L
と表す．起点の集合をNo，終点の集合をNd とし，起

終点 (o, d)間の acyclicな経路の集合を R(o, d)と表す．
また，経路 rに含まれるノードの集合をN(r)と書く．

(1) 粒子モデル

a) DUEゲームの定式化
本節では，DUE配分を戦略形ゲーム（“DUEゲーム”）

のNash均衡として定式化する24),25),26)．DUEゲームは，
プレイヤー（車両），プレイヤーの戦略（経路）集合，

戦略の不効用（旅行時間）から構成される．

粒子として扱われる車両の集合をPとする．車両 p ∈
Pの ODペア (op, dp)と出発時刻 sp は外生的に与えら

れるものとし，op = oq ならば，sp , sq とする（i.e.,同
一の起点を持つ車両は異なる出発時刻を持つ）．

車両 p は自身の OD を結ぶ任意の acyclic な経路 rp

を選ぶことができる．その集合を Rp (= R(op, dp)) と
表す．この集合には車両がいかなる経路も選択してい

ない，あるいは，まだネットワークに配分されていな

い状態を示す選択肢 ϕ も含まれる．この選択肢 ϕ を

選択している車両を未配分車両と呼び，後述する解法

アルゴリズムにおいて用いる．全車両の経路選択プロ

ファイルは r ≡ {r1, . . . , rp, . . . , r|P|} ∈ Rと表す．ここで，
R ≡ R1 × · · · × R|P|である．また，車両 pを除いた経路
選択プロファイルを r−p ≡ {r1, . . . , rp−1, rp+1, . . . , r|P|}と
表し，ある車両の経路を明示的に指す際には経路選択

プロファイル rを (rp, r−p)と表現する．
本稿では，車両の不効用は旅行時間に一致すると仮定

する．起点の出発時刻は与件であるので，車両の終点

到着時刻を不効用と同一視することができる．いま車

両 pが経路 rpを選択し，また他の車両の経路選択は r−p

であるとき，車両 p の終点到着時刻を gp(rp, r−p) と書
く．経路選択プロファイル rが与えられた下で，各車両
の旅行時間は交通流モデル (i.e., network loading model)
により計算される．各リンクと各ノードの交通流モデ

ルとしては，因果律と FIFOを満たす任意のモデルが
採用可能である．なお，gp(ϕ, r−p) = ∞とする．
以上の設定の下，DUE，あるいは，Nash均衡は，全
ての車両が旅行時間を最小とするような経路を選択し

ている状態として定義される．より正確には，経路選

択プロファイル r∗ が Nash均衡であるとは，全ての車
両の戦略 r∗p が他の車両のプロファイル r∗−p に対する最

適応答 (best response)となることである, i.e.,

gp(r∗p, r
∗
−p) ≤ gp(rp, r∗−p) ∀rp ∈ Rp, ∀p ∈ P. (1)

さらに，この不等号が狭義に成立するとき，r∗ は狭義
Nash均衡（strict Nash equilibrium）であると言う．

b) DUEゲームの解法｜順序配分アルゴリズム

前節で定義したDUEゲームの解法として，井料24)は

順序配分アルゴリズムを提案している．このアルゴリ

ズムは，未配分状態の車両を適切な順序で一台一台ネッ

トワークに配分していくことで DUEゲームの Nash均
衡を求めるものである．以下では，適切な順序を定め

るための概念である最早未配分車両を定義し，アルゴ

リズムのロジックを概説する．

定義 1 (最早ノード到着時刻). 他の車両の経路選択プロフ
ァイル r−pを考える．いま，車両 pの少なくとも一つの経
路に含まれるノードの集合をNp = {i | i ∈ N(r), r ∈ Rp}
と書くとき，r−pの下での車両 pのノード iへの最早到
着時刻 τi(op, sp; r−p)は，以下のように定義される．

τi(op, sp; r−p) = min
r∈{r′ | r′∈Rp, i∈N(r′)}

τ̃i(op, sp, r; r−p), (2)

ここで，τ̃i(op, sp, r; r−p)は，r−pの下で車両 pが経路 rを
使ってノード iに到着する時刻である．

定義 2 (最短経路). 他の車両の経路選択プロファイル
r−p を考える．このとき，車両 pの最短経路 r∗p は以下
のように定義される．

r∗p ∈ arg min
r∈Rp

gp(r; r−p), (3a)

s.t. τ̃(op, sp, r∗p; r−p) = τi(op, sp; r−p), ∀i ∈ N(r∗p) (3b)

最短経路の定義の一つ目の式 (3a)は最短経路が他の
車両の経路選択プロファイルに対する最適応答になっ

ていることを表しており，二つ目の式 (3b)は最短経路
に含まれるどのノードに対しても他の経路を使った場

合より遅くなく到着することを保証するためのもので

ある（i.e., DP: Dynamic Programming原理）．DP原理は
通常の最短経路問題では必ず満たされるが，本節で考え

ているような待ち行列の存在する時間依存最短経路問

題6（time-depdendent shortest path problem）ではその限
りではない．つまり，旅行時間を最小にするDP原理を
満たさない最適応答経路（本稿の定義では最短経路で

はない）が存在するため，明示的な言及が必要である．

いよいよ最早未配分車両の定義に移ろう．いま，経路

選択プロファイル rにおける未配分車両の集合を P(r)
とするとき，最早未配分車両は以下のように定義される．

定義 3 (最早未配分車両). P(r) , ∅となる経路選択プロ
ファイル rを考える．このとき，未配分車両 p ∈ P(r)
が最早未配分車両であるとは，この車両が以下の条件

6 リンクに流入する時刻によりその旅行時間が変化するネットワー
クにおける最短経路問題である．
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を満たす最短経路 r∗p を持つことである．

τ̃i(op, sp, r
∗
p; r−p) ≤ τi(oq, sq; r−q),

∀i ∈ N(r∗p) ∩Nq, ∀q ∈ P(r) \ {p} (4)

最早未配分車両とは，他の未配分車両のいかなる経

路によっても追い越されない経路を持つ車両である（式

(4)は追い越されない条件を表す）．この性質と交通流
モデルの因果律と FIFOを組み合わせると，最早未配分
車両の経路 r∗p の旅行時間は他の未配分車両の経路選択
とは無関係である（i.e., 影響を受けない）ことがわか
る．従って，最早未配分車両をその最短経路に一台ず

つ配分することで，全ての車両が事後的な最短経路を

とる状態（i.e., Nash均衡状態）が実現するのである．

順序配分アルゴリズム

0. 初期設定：繰り返し回数 n = 1とし，全ての車両を
未配分車両とする P(rn) = P, i.e., rm

p = ϕ, ∀p ∈ P．
ここで，rm

p は車両 pの m回目の経路である．
1. 配分車両の決定：経路選択プロファイル rm の下，

未配分車両 p ∈ P(rm)から式 (4)に従って最早未配
分車両を見つける．もし複数の最早未配分車両が

いた場合には任意の一台を選ぶ．

2. 車両の配分：車両 pを適切な交通流モデルに従っ
て最短経路 r∗pに配分し，経路選択プロファイルお
よび未配分車両の集合を更新する：rm := (r∗p, rm

−p)，
P(rm) := P(rm) \ {p}．

3. 終了判定：P(rm) = ∅ならば，rmをNash均衡解とし
てアルゴリズムを終了．そうでなければ，n := n+1
としてステップ 1に戻る．

このアルゴリズムはステップ 1において最早未配分
車両が存在すれば，ヒューリスティックな計算なしに

車両数回分の繰り返し（i.e., n = |P|）で Nash均衡解を
導く．アルゴリズムのロジックからもわかる通り，最

早未配分車両の存在は，1.で述べた車両の適切な配分
順序の存在に対応している（i.e.,ラグランジュ座標系を
用いたアルゴリズムである）．ここでは，まず，最も単

純な単一起点ネットワーク（i.e., op = o, ∀p ∈ P）にお
ける最早未配分車両の存在を考えよう．単一起点ネッ

トワークにおいては直感的にわかる通り，ステップ 1に
おける未配分車両のうち出発時刻 sp が最も早い車両が

最早未配分車両である24)．つまり，出発時刻順に一台

ずつ車両をネットワークに配分していけば，Nash均衡
解が求まる．（終点は複数あるが）イメージとしては，

図–1(b)そのものである．
ステップ 2は先にも述べた時間依存最短経路問題 (3)

となる．このクラスの問題は一般ケースでは非常に解

くことが難しいが（i.e., NP困難問題），リンクにおいて

時間

位置

既配分車両

最早配分車両

τi τ′ i

c(τi) c(τ′ i)

図–2 最早未配分車両が費やすリンク旅行時間

FIFOが成立する（本稿で扱うような）時間依存最短経
路問題は，通常の静的な最短経路問題とほぼ同様の取り

扱いが可能であり，Dikstra法やラベル修正法（の軽微
な修正）により解くことができる47)．例えば，Dikstra
法であれば，唯一の修正点は，リンク旅行時間をその

上流ノードへの最早到着時刻 τi(op, sp; r−p)で評価する
ことである（i.e.,その時刻にリンクに流入したとして交
通流モデルにより旅行時間を計算する）．

さて，このステップ 2が，伝統的な交通量配分モデル
の文脈で言うところの flow independentな配分，あるい
は，all-or-nothing配分に相当するものになっているこ
とに気づいたであろうか？ つまり，粒子モデルでは車

両を分割できないため，車両一台というフローを最短

経路に全て配分していることになる．そしてこのとき，

リンク旅行時間はもはやフローの関数ではなく，流入

時刻のみの関数となる．このことを具体的に示したの

が，図–2の時空間図である．黒太線で表される最早未
配分車両の軌跡は，それぞれ，異なる時刻 τi，τ′i にリ

ンクに流入した際に実現する軌跡である．つまり，時

刻 τi にリンクに流入すると，順序配分アルゴリズムの

中で既に配分された車両に追いつき旅行時間が増加し，

時刻 τ′i では自由旅行時間で走行できる，というように

旅行時間が流入時刻にのみに依存することがわかる．

以上をまとめると，粒子モデルでは，フローの配分と

旅行時間が相互に作用するという交通均衡問題一般に

現れる難しさ（具体的には，次節を参照）を回避でき，

均衡配分問題を flow independentな最短経路問題に分
解することができる．これが，粒子モデルの流体モデ

ルに対する大きなアドバンテージである．

フロー配分への影響を考慮することなくリンク旅行

時間を評価できるという以上の性質は，様々な交通流

モデルを容易に均衡配分モデルのサブモデルとして扱

うことができる7，という利点にも繋がる．次節の流体

モデルで想定するシンプルな point queueモデル39)だけ

でなく，physical queueモデル（e.g., kinematic waveモ

7 大雑把な言い方をすれば，シミュレーションができる因果律と
FIFO を満たす交通流モデルならなんでもよい．
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デル48),49),50)/Newellの単純化追従モデル51)）や内生的に

capacity drop（i.e.,一旦渋滞が発生すると捌け交通量が
低下する）現象を表現するモデル（e.g., Wada et al.52)）

を用いてもよい．例えば，井料19),20) は point queue モ
デル，井料24)，佐津川・和田25)は Newellの単純化追従
モデルを用いている．ノードモデルについても同様に，

提案されている様々なモデル53),6) を，本質的な問題の

難しさ変えることなく，組み込むことができる．

(2) 流体モデル

本節では，point queueモデルを仮定した流体型のDUE
配分モデルを定式化する4)．そこでまず，粒子モデルで

は定義されていない各種フロー変数，および，フロー

変数に基づく旅行時間関数を導入する．

モデルの入力である各 ODペア間の交通需要は，時
刻 tまでに起点 oを出発し，終点を dとする累積交通量
Qod(t)として表現される．また，各リンク (i, j)への累積
流入交通量と累積流出交通量は，それぞれ，Ai j(t),Di j(t)
と表し，これらを時間で微分することで流入・流出交

通流率は以下のように表される．

λi j(t) =
dAi j(t)

dt
, κi j(t) =

dDi j(t)

dt
Point queueモデルでは，リンク下流端にボトルネッ

クが存在すると仮定し，旅行時間が自由旅行時間とボ

トルネック待ち行列による遅れ時間の和で表されると

する．いま，自由旅行時間を c0
i j，ボトルネック容量を

µi jとすると，時刻 tにリンク (i, j)に流入した際の旅行
時間 ci j(t)は，

ci j(t) = c0
i j +

ei j(t + c0
i j)

µi j
= c0

i j +

∫ t

0

dci j(ω)

dt
dω

と表される．ここで，ei j(t) = Ai j(t− c0
i j)−Di j(t)は時刻

tのリンク下流端における待ち行列台数であり，リンク
旅行時間の変化率は，

dci j(t)

dt
=

λi j(t)/µi j − 1 if ci j(t) > c0
i j

max{0, λi j(t)/µi j − 1} if ci j(t) = c0
i j

.

となる．また，この条件は以下の相補性条件に緩和す

ると解析上便利である8．dci j(t)/dt = λi j(t)/µi j − 1 if ci j(t) > c0
i j

dci j(t)/dt ≥ λi j(t)/µi j − 1 if ci j(t) = c0
i j

. (5)

a) ラグランジュ座標系における定式化

単一起点ネットワークのDUE状態では，終点は異なっ
ていても同時刻 sに起点を出発したフローの任意のノー
ドへの最早到着時刻 τi(s)は経路によらず等しい．また，
交通流モデルの FIFO原則から，同一起点を異なる時刻

8 緩和した条件であり，厳密には両者は一致しないが，元の point
queue モデルの FIFO 等の基本的な性質は満たしている54)．

s < s+dsに出発したフローは，終点までに利用される各
ノードへ出発時刻順に到着する（i.e., τi(s) < τi(s+ds)）．
つまり，ネットワークレベルの FIFOが成立して7),8)，

τ̇i(s) ≡
dτi(s)

ds
> 0. (6)

さらに，因果律により，起点出発時刻 sに関して配分問
題を前向きに逐次解析することができる7)．

以下では，出発時刻 sでラベル付けされたフローを用
いたラグランジュ座標系9における DUE配分の定式化
を行っていこう7)（オイラー座標系における定式化は，

例えば，赤松9),4) を参照）．まず，旅行時間関数は，

ci j(s) = c0
i j +

∫ s

0
ċi j(ω)dω,

ここで，

ċi j(s) =
dci j(τi(s))

dτi(s)
· τ̇i(s)

=

yi j(s)/µi j − τ̇i(s) if ci j(s) > c0
i j

max{0, yi j(s)/µi j − τ̇i(s)} if ci j(s) = c0
i j

である．新たなフロー変数である，出発時刻 sに対す
るリンク交通流率 yi j(s)は以下のように定義される：

yi j(s) ≡
dAi j(τi(s))

ds

=
dAi j(τi(s))

dτi(s)
· τ̇i(s) = λi j(τi(s)) · τ̇i(s). (7)

また，式 (5)と同様に，（出発時刻 sについての）旅行
時間の変化率は以下のように緩和できる．ċi j(s) = yi j(s)/µi j − τ̇i(s) if ci j(s) > c0

i j

ċi j(s) ≥ yi j(s)/µi j − τ̇i(s) if ci j(s) = c0
i j

(8)

ネットワーク上の各ノード k (, o)におけるフロー保
存則は，累積交通量を用いて，∑

i

Dik(τk(s)) −
∑

j

Akj(τk(s)) −Qok(τo(s)) = 0.

さらに，時刻 sに起点を出発したフローのリンク内で
の順序が保たれることに注意して（i.e., Dik(τk(s)) =
Aik(τi(s))），両辺を出発時刻 sについて微分すると，∑

i

yik(s) −
∑

j

ykj(s) − Q̇ok(s) = 0 (9)

が得られる．ここで，τo(s) = s，τ̇o(s) = 1を用いた．

最後の条件は，経路選択条件であり，リンクベース

の最短経路条件は以下のように表される．τi(s) + ci j(s) = τ j(s) if yi j(s) > 0

τi(s) + ci j(s) ≥ τ j(s) if yi j(s) = 0
(10)

9 総累積交通量 n =
∑

d Qod(s)の（適切な）逆関数により，出発時
刻 s と車両配分順序 n は一対一に対応づけられる．
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以降の表現を簡便にするため，上述の 3つの条件の
ベクトル・行列を以下に記す．

c0 ≤ c(s) ⊥ {ċ(s) −M−1y(s) +AT
+τ̇ (s)} ≥ 0 (11a)

Ay(s) = −Q̇(s) (11b)

0 ≤ y(s) ⊥ {c(s) +ATτ (s)} ≥ 0 (11c)

ここで，⊥は相補性条件，Tは行列の転置を表す．Aは
起点ノードを除いた |N| − 1行 |L|列のリンク・ノード
接続行列であり，A+はAの −1の要素を 0で置き換え
た行列，Mは容量 µi j を対角要素に持つ対角行列，そ

の他はすべてリンクやノード毎に定義された変数を並

べたベクトルである．

b) 解法

全ての出発時刻 sに対して定式化された DUE配分問
題 (11)を解くためには，まず，時間を離散化する必要
がある．具体的には，微分変数の含まれる（渋滞時の）

旅行時間に関する条件 (8)を幅 dsで離散化すると，

ci j(s) = yi j(s)ds/µi j − τi(s) + ηi j,

ここで，ηi j = ci j(s − ds) + τi(s − ds)は出発時刻 s − ds
の車両のリンク流出時刻である．DUE配分が起点出発
時刻について前向きに逐次計算できるので，時刻 sの問
題を考える際には ci j(s−ds), τi(s−ds)所与である（i.e.,
ηi jは定数である）．一方，フロー保存則は，式 (9)の微
分変数 Q̇ok(s)を qok(s) ≡ {Qok(s)−Qok(s− ds)}に置き換
えればよい．

次に，離散化された DUE配分問題を数理的性質の解
明が進んでいる標準的なクラスの問題に変換する．変

換する枠組みとしては，相補性問題，変分不等式問題，

不動点問題などがありえる．ここでは線形相補性問題

（LCP: Linear Complementarity Problem）および変分不
等式（VI: Variational Inequality）問題としての DUE配
分問題の表現を示す4)．

[LCP-DUE] Find x∗ such that

x∗ · F(x∗) = 0, x∗ ≥ 0, F(x∗) ≥ 0 (12)

[VI-DUE] Find x∗ ∈ R2|L|+|N|−1
+ such that

F(x∗) · (x − x∗) ≥ 0 ∀x ∈ R2|L|+|N|−1
+ (13)

where x ≡ [c(s) − c0, τ (s), y(s)]T,

F(x) ≡


I AT

+ −ds ·M−1

0 0 A
I AT 0



c(s) − c0

τ (s)
y(s)

 +

c0 + η

−q(s)
c0


相補性問題/変分不等式を解く一般的なアルゴリズムに
ついては Facchinei and Pang55) が詳しい．また，（定式

化はやや違うが）Akamatsu17) は大域収束的 Newton法
をベース，かつ，問題構造を活かした効率的な解法を提

案している．近年では，相補性問題を含む広いクラス

の問題（二次錐相補性問題）を解くための理論的収束性

能のよいアルゴリズム (Regularized Smoothing Newton
Algorithm)56)を実装したソルバー “ReSNA”（MATLAB）
も公開されており57)，気軽に解くことも可能である．

解法の均衡解への収束を保証するためには，問題の写

像 F(x)が単調性10（やそれよりもやや弱い条件）といっ

たよい性質を満たすことが一般的に要求される．現在

分かっている，写像の単調性を満たすネットワークのク

ラスは，一経路に一つのボトルネックが存在するネッ

トワークである59)（ただし，point queueモデルを仮定，
ODペアは任意）．これは，point queueモデルに基づく
旅行時間関数が，単一リンクに限定すれば単調性を満た

すためである60)．逆に言えば，二つ以上のボトルネッ

クを通過する場合には，先にも述べた経路旅行時間関数

のネスト構造のため単調性が失われ，（単一起点問題で

あっても）写像 F(x)が解法の収束を保証するための性
質を満たすか否かは明らかになっていない（実際上は，

多くのケースで均衡解への収束が報告されている17)）．

最後に，粒子モデルとの関係を具体的に見ていこう．

リンク旅行時間の相補性条件 (8)を離散化したものは，
次のようなmax関数としても表現可能である．

ci j(yi j(s), τi(s)) = max{yi j(s)ds/µi j − τi(s) + ηi j, c0
i j}

この式より，リンク旅行時間関数が (yi j(s), τi(s))の関数
となっていることが分かる．そのため，上述のような

(y(s), τ (s))（あるいは，c(s)も加えたもの）についての
収束計算が必要となる．一方，粒子モデルで配分するの

は分割不可能な最早未配分車両 1台であるので旅行時
間評価の際に yi j(s)ds = 1としてよく，リンク旅行時間
は τ (s)だけの関数となる．そのため，解くべき問題11

は以下の時間依存最短経路問題（問題 (3)の別表現）に
帰着する．τi(sp) + ci j(τi(sp)) = τ j(sp) if ỹi j(sp) > 0

τi(sp) + ci j(τi(sp)) ≥ τ j(sp) if ỹi j(sp) = 0
(14a)

∑
i

ỹik(sp) −
∑

j

ỹkj(sp) − δk,dp = 0 (14b)

ここで，δk,dp は k = dpのとき 1，それ以外は 0をとるク
ロネッカーのデルタ，ỹik(sp) = yi j(s)ds ∈ {0, 1}である．
なお，流体モデルの DUE配分でも physical queueモ

デルを扱うことは可能であるが，収束保証等の理論解析

を行うためには上記で示したように旅行時間，フロー

変数，最早ノード到着時刻の変数間関係を陽に書き下

す必要があるため，より取り扱いが複雑になる．この

10 別の言い方をすれば，経路交通量の増加とともに経路旅行時間
が伸びるという性質である58)．直感的には成立しそうなこのよ
うな条件が一般に成立しないのが動学的な問題である．

11ただし，出発時刻 sではなく，総累積交通量 n = Q(s) =
∑

d Qod(s)
の逆関数 Q−1(n) を幅 dn = 1 で適当に離散化する（i.e., OD 別
交通流率に応じて 1 つの OD ペアに割り当てる）必要がある．
また，ηi j は車両 p以前に配分され，かつ，直近に当該リンクを
利用した車両の流出時刻と読み替える必要がある．
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図–3 終点到着時刻に基づく最早未配分車両決定の反例25)

点も粒子モデルと大きく異なる．

3. 単一終点ネットワーク問題

本章では，単一終点ネットワークを扱う．このネッ

トワークでは唯一の終点で全ての車両やフローの順序

が比較可能であるので，これまでの議論から考えると，

直感的には，終点到着時刻によって適切な車両配分順

序が決まりそうである．これは，半分正解であり，半

分間違いである．次節では，粒子モデルおいて，この

直感が当てはまらないことを示す．ここでは，渋滞し

た道路においては下流における車両流出パターンから

上流での到着パターンを復元できない，という“流れ

の向き”と“需要情報”に関わるところで問題が発生す

る．続く節では流体モデルを扱う．流体モデルでは上

記の直感は当てはまるが，それでも粒子モデルと同様

の原因から，均衡解の不定性という問題が生じる．

(1) 粒子モデル

a) 弱い FIFOと情報の喪失

粒子モデルにおける適切な車両配分順序の存在は，最

早未配分車両の存在と一対一対応するのであった．そ

こで，図–3の状況を例に，終点到着順序に基づく最早未
配分車両の決定が可能かどうかを考えてみよう．この

例のネットワークは終点が d，起点が {o, o′}であり，起
点 oから出発する最も早い出発時刻を持つ未配分車両が
より早くノード kに到着できるものとする（i.e.,起点 o′

の最も早い出発時刻を持つ未配分車両は最早未配分車

両ではない）．また，リンク (k, d)上には，十分な長さの
待ち行列が存在し，どちらの車両の起点出発時刻も待ち

行列に追いつけるものとする．このとき，リンク (k, d)
に流入した未配分車両の走行パターンは，図–3の時空
間図の点線で示される12．この図からわかるように，い

ずれの未配分車両を配分しても同一時刻に終点に到着

できてしまう．つまり，終点到着時刻に基づき車両配

分順序を決めようとすると13，起点 o′ の未配分車両が
最早未配分車両として選ばれる可能性がある25)．この

12 ある未配分車両を追加配分したときの走行パターンと，その未
配分車両を配分せず，もう一台の未配分車両を追加配分したと
きの走行パターンを重ねて示している.

13 例えば，同一時刻に到着可能であれば任意の一台をランダムに
最早未配分車両にする，というルールが考えられる．

図–4 二台の未配分車両の走行パターン25)

ような状況が生じるのは，未配分車両同士の比較にお

いては（実際に配分された車両が受ける物理的な制約

である）通常の FIFO原則を利用できないためである．

一般に，あるリンクに異なる時刻に流入した二台の未

配分車両の走行パターンは図–4に示す三つである：(a)
両車両が自由走行；(b) 両車両が追従走行；(c) 先に流
入する車両が追従走行，後に流入する車両が自由走行．

これらパターンから，t1 < t′1 にリンクに流入した車両
のリンク流出時刻 t2, t′2 について次の関係が成り立つ．

t1 < t′1 ⇒ t2 = t1 + ci j(t1) ≤ t′2 = t′1 + ci j(t′1) (15)

これを本稿では，弱い FIFOと呼ぶ（通常の FIFO原則
では，右辺が狭義の不等式で成り立つ）．弱い FIFOを
リンク旅行時間の変化率で表現すると以下となる．

ci j(t′1) − ci j(t1)

t′1 − t1
≥ −1. (16)

この等号が成り立つとき，リンク上流での到着パター

ンの情報がリンク下流側で失われることになる．

b) ノードポテンシャル関数と単一方向ネットワーク

では，単一終点ネットワークでは，最早未配分車両

は常に存在するのであろうか？ それを証明する上で，

有用なのが，Iryo and Smith27)によって導入されたノー

ドポテンシャル関数という概念である．ポテンシャル

関数は様々な分野で様々な意味で用いられるが，ここ

では，次のように定義される．

定義 4 (ノードポテンシャル関数). ネットワークの任意
の起点を基準点として選び，それを oREF とする．各リ

ンクの旅行時間関数 ci j(t)を全リンク・全時間帯分束ね
たベクトル cを所与としたとき，ノードポテンシャル
関数 τp

i (t; c)とは次の関係を満たす関数である．

τp
i (t; c) = τi(o, τ

p
o(t; c); c),

∀i ∈ N ∗(o, τp
o(t; c); c), ∀o ∈ No (17)

where τp
oREF

(t; c) = t.

ここで，N ∗(o, τp
o(t; c); c)は，旅行時間関数ベクトルを

所与として，時刻 τp
o(t; c) に起点 o を出発して任意の

終点に向かう最短経路で構成されるネットワーク（最

短経路ネットワークと呼ぶ）に含まれるノードの集合，
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図–5 単一方向ネットワークの例（Polytree構造）

τi(o, τ
p
o(t; c); c)はその集合に含まれるノード iへの最早到

着時刻である．基準点における時刻は基準時刻と呼ぶ．

ノードポテンシャル関数は，各リンクが取りうる“仮

想的な”旅行時間関数の組み14に対して定義されるもの

である．従って，粒子/流体モデルのどちらでも使うこ
とができる．ある経路選択プロファイル（あるいは，フ

ロー配分パターン）rの下で，実際に実現する旅行時間
c(r)を考えると，ここまでで定義してきたノード最早到
着時刻とほぼ同等のものになる．

より具体的には，あるネットワーク，起終点ノード，

旅行時間ベクトル cが与えられたときに，ノードポテン
シャル関数が存在するということは，任意の起点 oを
時刻 τp

o(t; c)に出発する任意の最短経路 r∗で共有される
ノードについて，一意的な最早到着時刻が定めること

ができるということである．すなわち，最短経路ネッ

トワークでは，全てのリンクに対して，

τp
j (t; c) = τp

i (t; c) + ci j(τ
p
i (t; c))

が成立する．従って，このような関数が常に存在する

には，任意の cに対して全ての最短経路が“同じ方向”
（i.e.,ポテンシャル関数値が増加する方向）にノードを
辿っていくような，ネットワークと起終点ノードの配置

が必要である．Iryo and Smith27)では，こうしたノード

ポテンシャル関数が常に存在するネットワーク・クラス

として，単一方向ネットワーク (unidirectional network)
を提案している．

単一方向ネットワークは，前章で扱った単一起点ネッ

トワークや本章のテーマである単一終点ネットワーク

を特殊ケースとして含む．例えば，図–5に示す Polytree
構造を持つネットワークは単一方向ネットワークであ

る27)．Polytreeとは，有向非巡回グラフの特殊例であり，
仮に全ての有向リンクを無向リンクに変換しても，閉路

を持たないネットワークである．また，polytreeの“上
流側”の各ノードに多起点構造，“下流側”の各ノード

に多終点構造のネットワークを接続したものも単一方

14 極論を言えば，この組みを実現する起終点需要パターンや経路
配分パターンは存在しなくてもよい．

oREF

o1

d
調整ノード

i

j

図–6 元ネットワークと最短経路ネットワーク

向ネットワークである．この図からも，全ての交通が

“同じ方向”に流れる様子がわかるであろう．

単一終点ネットワークにおけるノードポテンシャル

関数について図–6により具体的に考えてみよう．この
ネットワークは二つの起点と一つの終点を持ち，灰色の

薄い矢印で書かれているのがオリジナルのネットワー

クのリンク，黒の矢印で書かれているのがそのうち基準

時刻 [t, t′]の最短経路において利用されるものである．
まず，基準点 oREF からの最短経路ネットワークを考え

る．オリジナルネットワークには様々な閉路も存在す

るが，最短経路ネットワークは 2つのリンクと起終点を
含む 3つのノードで構成される（もちろん木構造であ
る）．基準時刻 τp

oREF
(t; c) = tから，この最短経路に沿っ

て各ノードのポテンシャル関数値が一意に決まること

は明らかである．例えば，調整ノード jのポテンシャ
ル関数値は，τp

j (t; c) = t + coREFi(t)である．

一方，基準点でない起点から時刻 τp
o1

(t; c)（この時点
では値は定まっていない）に出発する場合の最短経路

ネットワークが図のように，5本のリンクと 6つのノー
ドで構成されるとしよう．単一終点ネットワークでは，

異なる起点の最短経路ネットワークは一度交わると（こ

こでは調整ノード）以降は共通である．従って，起点

o1から最短経路に沿って走行したときに時刻 τ
p
j (t; c)に

調整ノード jに到着するように，その上流側ノードのポ
テンシャル関数値を定めることになる．通常の FIFO原
則が成り立つ旅行時間関数ベクトル cを前提とすれば，
各リンクの流入・流出時刻は一対一対応するので，これ

らのポテンシャルは一意に決めることができる27)．し

かし，粒子モデルのように弱い FIFOしか成り立たない
式 (16)の旅行時間関数ベクトル cを前提とすると，ポ
テンシャル関数の定め方は一意ではない．例えば，リ

ンク (i, j)に十分な待ち行列が存在しており，このリン
クへの異なる流入時間帯 [t1, t′1]に対して式 (16)が等式
で成り立っていたとすると，

t1 + ci j(t1) = t′1 + ci j(t′1) = τp
j (t; c)

という状況が生じうる．つまり，τp
i (t; c) ∈ [t1, t′1]であ

り，一意に定めることはできない．
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それにも関わらず，異なる基準時刻 t < t′に対応する
ポテンシャル関数値 τp

i (t; c), τp
i (t′; c)の大小関係は一意に

決めることができる．具体的にはまず，調整ノード jの
ポテンシャル関数値は，弱いFIFOから τp

j (t; c) ≤ τp
j (t
′; c)

である．ここで，この不等式が狭義に成り立つとき，通

常の FIFO原則より，τp
i (t; c)の定め方によらず τp

i (t; c) <
τp

i (t′; c) が成り立つ．一方，等式 τp
j (t; c) = τp

j (t
′; c) が

成立するとき，先の議論から，τp
i (t; c), τp

i (t′; c) ∈ [t1, t′1]
となるが，このポテンシャル関数値の大小関係を規定

する物理的な制約はないため，一般性を失うことなく

τp
i (t; c) ≤ τp

i (t′; c)と設定することができる．

以上は，単一終点ネットワークに限らず，単一方向

ネットワークで一般に成立する．つまり，単一方向ネッ

トワークにおける最短経路ネットワークに含まれる任

意のポテンシャル関数と基準時刻の間には次のような

単調性が成り立つことが示されている26)．

t < t′ ⇒ τp
i (t; c) ≤ τp

i (t′; c) (18)

c) 最早未配分車両の存在

以上で述べたノードポテンシャル関数を用いると，複

数の未配分車両間の（最短）経路で共有されるノード

への各車両の最早到着時刻を，基準時刻を用いて比較

することができる．具体的には，単一方向ネットワー

クにおける最早未配分車両の存在は次のように証明す

ることができる．

いま，時刻 sqに起点 oqを出発する未配分車両 q ∈ P(r)
の持つ基準時刻を tq と書こう, i.e., τp

oq
(tq; c(r)) = sq．こ

のとき，未配分車両の中で最小の基準時刻を持つ未配

分車両 pは次の不等式を満たす最短経路 r∗p を持つ．

τi(op, sp; r−p) = τp
i (tp; c(r∗p, r−p)) ≤ τp

i (tq; c(r∗q, r−q))

≤ τi(oq, sq; r−q), ∀i ∈ N(r∗p) ∩Nq,∀q ∈ P(r) \ {p} (19)

最初の等式は，ポテンシャル関数の定義から成り立つ．

二番目の不等式は，式 (18)による．最後の不等式は，車
両 qが最短経路を含むいかなる経路を用いてノード iに
到達しても，その最早到着時刻が最短経路を用いた場

合（つまり，ノードポテンシャル関数の値）に比べて

早くならないことを表している．結局，不等式 (19)は，
車両 pが最短経路 r∗p 上の全てのノードに，そのほかの
未配分車両 qよりも遅くつくことはないことを示して
いる．従って，車両 pは最早未配分車両である．
以上をまとめると次のようになる．粒子モデルにお

いては，終点到着時刻で適切な車両配分順序を決める

ことはできない．しかし，単一終点ネットワークを含

む単一方向ネットワークに対しては適切な車両配分順

序（最早未配分車両）は存在する．従って，単一方向

ネットワークを対象とした粒子モデルでは，順序配分

アルゴリズムを利用してヒューリスティックな計算な

しに，Nash均衡解を求めることができる．なお，単一

起点ネットワークのように起点出発時刻で最早未配分

車両が特定できない場合は，順序配分アルゴリズムの

ステップ 2では，各起点の最も早い出発時刻を持つ車
両を比べて最早未配分車両を選ぶ必要がある15．

(2) 流体モデル

a) 定式化

本節は，単一終点ネットワークにおける流体モデル

の DUE配分を扱う．粒子モデルの DUE配分では弱い
FIFO 条件が適切な車両配分順序を定める上で障壁と
なったが，このような状況は流体モデルでは生じない．

これは，次のように説明することができる．交通流モ

デルの FIFO条件は累積交通量を用いて，

Ai j(t) = Di j(t + ci j(t))

と表され，両辺を時間で微分すると，

λi j(t) = κ(t + ci j(t))(1 + dci j(t)/dt)

である．流体モデルの DUE 配分状態で利用される最
短経路上のリンクには必ずフローが存在するので（i.e.,
λi j(t), κ(t + ci j(t)) > 0），旅行時間関数は必ず，

dci j(t)

dt
> −1 (20)

を満たす．この式は，式 (16)の極限をとったものであ
るが，弱い FIFOを引き起こす等式条件は含まれない．

つまり，単一終点ネットワークにおけるDUE配分問
題では，全ての起点からのフローの順序が比較可能な終

点での到着時刻 uによって適切な車両配分順序を決め
ることができる．その定式化は単一起点問題とほぼ同

様であるので，以下では結果のみ示す4)．いま，終点到

着時刻 uのフローのノード iへの最早到着時刻を τi(u)，
終点到着時刻 uでラベル付けされたフローに沿って定
義されるラグランジュ座標系における新たなフロー変

数 yi j(u)を以下のように定義する：

yi j(u) ≡ λi j(τi(u)) · τ̇i(u). (21)

このとき，DUE配分問題は以下のように定式化される．ċi j(u) = yi j(u)/µi j − τ̇i(u) if ci j(u) > c0
i j

ċi j(u) ≥ yi j(u)/µi j − τ̇i(u) if ci j(u) = c0
i j

(22)

∑
i

yik(u) −
∑

j

ykj(u) + Q̇kd(u) = 0 ∀k , d (23)

τi(u) + ci j(u) = τ j(u) if yi j(u) > 0

τi(u) + ci j(u) ≥ τ j(u) if yi j(u) = 0
(24)

唯一の違いは，各ノードのフロー保存則である．単一

起点ネットワークでは，出発時刻 sに対応するフロー
15 ポテンシャル関数を使って最早未配分車両を特定できると思わ
れるかもしれないが，この関数はあくまで理論的な性質を証明
するための概念であり，計算できるとしても Nash均衡を求める
のと同等かそれ以上の計算を要するであろう．
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# of  cumulative vehicle counts

time

Aij(t) Dij(t)

λij(t) κij(t) = μij

τi(u) τj(u)τi(u′�) τj(u′�)

du = u′�− u

yij(u)du

図–7 オイラー/ラグランジュ座標系のフロー変数の関係

o k d

·Qod(u) ·Qod(s)

単一起点問題

単一終点問題

図–8 テストネットワーク

の起点“発生”交通流率 Q̇od(s)を用いて（冗長である）
“起点”以外のノードでフロー保存則が定式化された．

一方，単一終点ネットワークでは，終点到着時刻 uま
での終点“集中”交通流 Q̇od(u)を用いて“終点”以外
のノードでフロー保存則が定式化される．

b) 流れの向きと情報の喪失

ここでは，赤松・高松13)，Akamatsu14)によって指摘

された，単一終点問題の DUE均衡解の不定性について
考察する．そのために，DUE配分の均衡解を解析的に
分析する．まず，DUE配分状態でフローが存在しかつ
待ち行列が存在しているリンクを考える．このとき，旅

行時間の条件 (22)と経路選択条件 (24)の等式条件を連
立することで，以下の関係が得られる．

yi j(u) = µi jτ̇ j(u) (= λi j(τi(u))τ̇i(u)) (25)

この関係を図示したものが，図–7である．
いま，図–8のテストネットワークを考え，このネット

ワークの二本のリンクで上記の関係 (25)が成立している
としよう．このとき，DUE配分問題の変数 (y(u), τ (u))
を求めるために残っている条件は，フロー保存則のみ

である．単一終点問題の定式化では，ノード oとノード
kでの二つのフロー保存則と式 (25)を連立すると，以
下が得られる：

µokτ̇k(u) − µkdτ̇d(u) = 0

− µokτ̇k(u) + Q̇od(u) = 0

まず，定義より τ̇d(u) = 1である．また，この二本の式
から，それぞれ独立に，τ̇k(u) = µkd/µok = Q̇od(u)/µokが

求まる．しかし，起点 τ̇o(u)は求まらない．これが単一

終点問題，より正確には，終点到着時刻別に定式化し

た DUE配分の不定性（ランク落ち）問題である．

比較のために，出発時刻別の定式化による解も求め

てみよう．ノード kとノード dでの二つのフロー保存
則と式 (25)の uを sで置き換えた条件を連立すること
で，以下が得られる：

µkdτ̇d(s) − Q̇od(s) = 0

µokτ̇k(s) − µkdτ̇d(s) = 0

第一の式から，まず，̇τd(s) = Q̇od(s)/µkdが求まり，第二の

式から τ̇k(s) = µkdτ̇d(s)/µokが求まる．ここで，τ̇o(s) = 1
であるので，全てのノードにおける変数が求まる．

以上では，単純な例で不定性の問題を見たが，一般

に，流入リンクがない，かつ，下流側で渋滞が生じてい

る起点ノード（純湧き出しノード）では，必ずこの問題

が生じる．これもいわば，渋滞によって上流の需要情報

が喪失する問題である．つまり，ある時間幅 duの間に
どのくらいの量のフローが起点を出発するかは下流側

の容量の情報から求められるが（i.e.,図–7の yi j(u)du），
どれくらいの交通流率で出発するか（i.e.,図–7の λi j(t)）
を下流の情報からは一意に決めることができない（i.e.,
図–7の τi(u), τi(u′)が不定），という問題である．
こうした問題が起こる根本的な原因は，リンク旅行

時間関数が上流ノード到着時刻の関数で表される，とい

う点にある．この表現に明確に交通の流れの向き（i.e.,
渋滞の上流と下流の区別）が現れる結果として，（単一

起点/単一終点に関わらず）ラグランジュ座標系の定式
化では式 (25)のようなリンク下流側で測ったフロー変
数の表現が現れる．そして，この表現形式のフロー変

数を保存則と連立させると，（これも単一起点/単一終点
に関わらず）リンクの上流ノードにしかなり得ない純

湧き出しノードの変数 τ̇o(·)が抜け落ちることになる16．

単一起点問題，正確には，起点出発時刻別に定式化し

た DUE 配分でこれが問題にならないのは，純湧き出
しノードの変数 τ̇o(·)が“未知”変数でないためである
（i.e.,定義より τ̇o(s) = 1）．

4. DUE配分の理論特性

DUE配分の理論特性としては，解の存在，解の一意
性，解の大域的収束性/安定性，そして，解法の収束保証
が代表的なものである36)．これらの特性が現時点でど

こまで明らかになっているかについて，多起点多終点

のネットワークタイプ（1経路 1ボトルネック，単一方
向，一般ネットワーク）別にまとめたのが表–1である．
まず，括弧の左側の流体モデルについてみる．解の

16 上記の問題の解決策としては，純湧き出しノードに限って，起点
発生交通流率 dQod(u)/dτo(u)を与えるという提案がなされてい
る13),14)．
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表–1 多起点多終点ネットワークに対する DUE配分の理論特性（括弧の左側：流体モデル，括弧の右側：粒子モデル）

存在 コストの一意性 大域的収束性/安定性 保証付き解法

1経路 1BNネットワーク （○，？） （○59)，？） （○59)，？） （○59)，？）

単一方向ネットワーク （○,○20)） （○27), × 26)） （？ ,○26)） （？ ,○26)）

一般ネットワーク （○61),62)，× 20)） （× 63)，×） （？，？） （？，？）

存在については動的配分研究の黎明期に Smith and Wis-
ten61)により一般ネットワークにおける証明が与えられ

ている（後にMounce62)はこの証明に必要な経路コスト

の連続性を証明している）．その他の特性については，

単調性条件が満たされる 1経路 1ボトルネックネット
ワークについては，全て肯定的に解決されている．単

調性を満たさないクラスのネットワークについては，単

一方向ネットワークにおいて均衡旅行時間が一意に決

まることが Iryo and Smith27) により示されている．た

だし，一般的なネットワークにおいては複数均衡が生

じるうる63),64)．また，後でも触れるが，大域的収束性

や安定性，保証付き解法といった（day-to-dayの意味で
の）動学的特性については明らかになっていない．な

お，上記の結果は，point queueモデルを前提とした解
析に基づくものであることを付記しておく．

次に，括弧の右側の粒子モデルについてみる．解の

存在については，Iryo20)において，単一方向ネットワー

クでは解が存在すること，また，一般ネットワークで

は解が存在しない例があることが示されている．また，

単一方向ネットワークでは，順序配分アルゴリズムに

より解を厳密に求められることはここまでで述べた通

りである．さらに，単一方向ネットワークでは，均衡

解への大域的収束性や安定性についても近年特性が明

らかになってきている26)（以降で詳述する）．なお，1
経路 1ボトルネックネットワークについては現時点で
粒子モデルにより研究した事例はないが，流体モデル

がよい性質を満たすことを鑑みると，粒子モデルにお

いても肯定的に解決されることが期待できる．

以降では，ラグランジュ座標系における解析が可能

な，現時点での最も広いネットワーククラスである単一

方向ネットワークを対象に，上記で述べたいくつかの

結果についてより具体的に解説する．具体的には，ま

ず，粒子モデルを用いた均衡解の安定性解析について

述べる．また，流体モデルについては，均衡解の一意

性について概説する．

(1) 粒子モデル

a) 安定性解析の従来研究

均衡状態の安定性は，均衡解をベンチマークとした

解析の価値を決める重要な要素である．もし解が不安

定だとすれば，均衡フローパターンは単に稀にしか実

現しない極端な状態ということなる65)．ここまでで示

した均衡条件も，利用者が自分の選択行動を変更する

インセンティブをもたない安定状態を記述していると

もみれる．しかし，この条件はあくまで，DUE配分状
態が安定状態となるための必要条件を与えているに過

ぎない．そのため，均衡状態が起こりうることを保証

するには，均衡状態が摂動を受けた際に均衡状態に戻

るか否か（漸近安定性）や，任意の初期状態からいずれ

かの均衡状態に到達するか否か（大域的な収束性）を

調べる必要がある．

均衡状態の安定性解析では，不均衡状態から均衡へ

至る日々の交通状態の調整過程を記述し，その特性を

解析することになる．この調整過程は，個々の利用者

の現在や過去の経験に基づく日々の経路選択行動ルー

ルにより導かれる．

交通ネットワーク均衡分野の従来研究（静的なもの

も含む）では，微分方程式として表現される調整過程に

対して，Lyapunov関数を構成することで大域的な収束
性を証明してきている66)．このアプローチの成功の鍵

となるのが，経路旅行時間関数の単調性である．実際，

1経路 1ボトルネックネットワークでは，（Smithダイナ
ミクス67) に対する）Lyapunov関数が示されている59)．

しかし，より広いクラスのネットワークに対しては単

調性は期待できないため，新たなアプローチが必要と

されていた．このような状況の中，粒子モデルを前提

に Satsukawa et al.26) によって提案されたのが，次節で

述べるWeakly Acyclic Gameアプローチである．

b) Weakly Acyclic Gameアプローチ

ここでは，日々の交通状態の調整過程を表現するた

めに，一日内の時間軸とは別の時間軸（例えば，日）

z = 1, 2, . . . ,を導入する．各車両が zで採用している経
路を rz

p，終点到着時刻（利得）を gp(rz
p, rz
−p)と表す．

Weakly Acyclic Game (WAG)とは，任意の（不均衡）
状態からNash均衡に到達する，プレイヤーの better re-
sponse の連鎖 “better response path”が存在する戦略型
ゲームのクラスである68),69)．Better response pathとは，
各 zで一台の車両が自らの終点到着時刻を早める経路
変更（i.e., gp(rz+1

p , rz+1
−p ) < gp(rz

p, rz
−p)）を行う経路選択プ
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ロファイルの連鎖 r1, r2, . . . のことである17．

Satsukawa et al.26)は DUEゲームがWAGであること
を証明し，WAGの知見を活かして均衡状態への大域的
収束性や確率的安定性を分析している．DUEゲームが
WAGであることの証明の概要は，単一方向ネットワー
クの DUE ゲームにおいて適切な車両配分順序がある
という性質から，簡単に理解することができる．すな

わち，車両配分順序が早い順に車両を選択し，（初期状

態18では最短とは限らない）現在の経路から最短経路へ

better responseさせる，というものである．そうすれば，
順序の遅い車両の経路選択変更はより順序の早い車両

の最短経路には影響を与えないので，車両の経路を最短

経路へと順序通りに確定させていくことができる．そ

して，最も順序の遅い車両が最短経路に better response
した時点で，経路選択プロファイルの連鎖は全ての車

両が最短経路を選択する Nash均衡状態に到達する．

厳密には，任意の初期状態では，DP原理を満たさな
い最適応答経路（i.e.,式 (3a)を満たすが式 (3b)を満た
さない）を選択している車両も存在し，better response
により経路選択変更できないケースも発生するが（な

ぜなら，終点到着時刻は改善されないため），基本的な

発想は順序配分アルゴリズムと同じである．

c) 大域的収束性

続いて，DUEゲームの Nash均衡状態への大域的収
束性について述べる．ここからは，各 zにおいて，一
台の車両が “ランダム”に選ばれ，選ばれた車両が（全
車両共通の）何らかの行動変更ルールに従って，経路

選択変更を行える状況を考える．行動変更ルールとし

ては，近視眼的な19代表的な 2つのルールである better
responseと最適応答（best response）を対象とする．

まず，前者の行動変更ルールから導かれる better re-
sponseダイナミクスの結果について説明しよう．前節
でも述べたように，better responseは，選ばれた車両が
現在の経路と比べて厳密に終点到着時刻が改善する経

路があるとき，そのうちの一つに何らかのルールで経路

を変更するものである．もしそのような経路が存在し

なければ，現在の経路を使い続ける．ここでは，（証明

には必要ないため）これ以上のルールの特定化はしない

が，その特定化の仕方により様々な行動を表現可能と

言う意味で，比較的広いクラスのダイナミクスである．

このダイナミクスの停留点は，明らかに Nash均衡であ
る．また，DUEゲームはWAGであるので，Nash均衡
に到達する better response pathが存在し，z → ∞とす
れば，そのような pathをとる確率は 1である．従って，

17 この定義において，車両がどのような行動ルールに従って経路
選択変更を行ったかを特定する必要はない．

18 順序配分アルゴリズムと異なり，全ての車両は選択肢 ϕ 以外の
何らかの経路を選択しているとする．

19 過去の経験は考慮せず，現在の状況のみに反応するものである．

図–9 DP原理を満たさな最適応答経路の例26)

単一方向ネットワークにおいては，better responseダイ
ナミクスによって生成される経路選択プロファイル rz

の連鎖が，任意の初期値から（複数ある場合にはいず

れかの）Nash均衡にほとんど確実に (almost surely)収
束する，と言える．

最適応答ダイナミクス70) では，各 zで選ばれた車両
は（現在の経路との比較なしに）終点到着時刻を最小

とする経路の一つをランダムに選択する．このダイナ

ミクスの停留点は，狭義 Nash均衡である71)（定義につ

いては 2.の粒子モデルのパートを参照）．狭義でない
Nash均衡が停留点にならない理由は次の通りである：
狭義でない Nash均衡では，終点到着時刻を最小とする
複数の最適応答経路（最短経路も含む）を持つ車両が

存在し，その車両がその経路間の変更を行うことで現

在の Nash均衡から逸脱することができる．Nash均衡
におけるそうした最適応答経路間の経路変更は，他の

車両の終点到着時刻に影響を与え，その車両を現在の

経路を最適応答ではない状態に変えうる，という点で

も問題である．実際にそうした状況が実現し経路変更

があると，それに続く車両も影響を受け経路変更を行

い，経路選択プロファイルを雪崩的に元の Nash均衡か
ら遠ざける可能性がある．

DUEゲームにおいて狭義 Nash均衡の存在は一般に
は保証できない．なぜなら，これまでも度々言及して

きたように，待ち行列が存在するネットワークでは，最

短経路の他にDP原理を満たさない最適応答経路が存在
しうるためである．例えば，図–9のような状況を考え
てみよう．これは，Nash均衡 r∗−p に対して，車両 pが
リンク 1と 2のどちらを通る経路を利用しても，リンク
3の待ち行列の末尾に追いつく状況を表す．ここで，リ
ンク 1を通る経路を使った場合にノード kヘは早く到
着でき，また，どちらの経路を使っても出発時刻の遅い

車両の影響は受けないとする．このうち，リンク 1を
通る経路は，DP原理が成立するので最短経路である．
一方で，リンク 2を通過する経路も最短経路と同じ時刻
に終点に到着するので，Nash均衡で必要となる他車両
に対しての最適応答（i.e., gp(r∗p, r−p) ≤ gp(rp, r−p)）の条
件を満たす．すると，Nash均衡において，複数の最適
応答経路が存在することになる．これは，弱い FIFOし
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か成立しない粒子モデルに特有の性質であり20，この性

質によりNash均衡の狭義性は容易に失われうる．従っ
て，最適応答ダイナミクスでは，DUEゲームのNash均
衡解への収束は一般に保証されない．

以上の二つのダイナミクスの比較から，DUEゲーム
における Nash 均衡状態への大域的な収束のためには
“現在状況から利得を厳密に改善する”という現状に対

する一種の慣性力をもたらす行動ルール/ダイナミクス
が必要であることがわかる．さらに，この二つの違い

は，次節の確率的安定性の結果にも影響を及ぼす．

d) 確率的安定性

前節の大域的収束性は，Nash均衡の集合への収束を
保証するものであり，複数ある場合にいずれかの Nash
均衡が安定して実現することを保証するものではない．

本節で扱う確率的安定性とは，調整ダイナミクスに揺

らぎ（i.e.,利用者がときとして誤って利得の悪化する経
路を選ぶ）の効果を導入し，Nash均衡状態の漸近的な
安定性を調べるための概念である68)．より具体的には，

揺らぎのある調整過程をマルコフ連鎖として表現し，そ

の定常分布を考える．そして，揺らぎの効果をゼロと

した極限の定常分布において正の確率を持つ状態を確

率的に安定的な状態と呼ぶ．

ここでは，前節で想定した二つのダイナミクスに揺

らぎを加えた perturbed better responseダイナミクスと
perturbed最適応答ダイナミクスを考える．Perturbed最
適応答ダイナミクスは，交通分野では馴染みの深い logit
型のものも特殊ケースとして含む．

確率的安定性分析の分野で有名な Youngの定理68)に

よれば，揺らぎのあるダイナミクスの確率的安定状態は，

揺らぎの効果をゼロとしたダイナミクスの停留点に含

まれる．このことと前節の結果を合わせると，perturbed
better responseダイナミクスの確率的安定状態は，better
responseダイナミクスの停留点に含まれる．また，DUE
ゲーム（より一般的にはWAG）ではこの停留点がNash
均衡に対応するため，次の結論が得られる：単一方向

ネットワークの DUEゲームにおいて perturbed better
responseダイナミクスを考えたとき，確率的に安定な
Nash均衡が必ず存在する．一方，WAGでは，perturbed
最適応答ダイナミクスの確率的安定状態は，最適応答

ダイナミクスの停留点に含まれる71)．DUEゲームでは
この停留点である狭義Nash均衡の存在を一般に保証で
きないため，確率的に安定な Nash均衡が存在すること
も保証できない．

図–10は，perturbed better response ダイナミクスと
logit responseダイナミクスの数値計算例である（詳細
な計算条件は Satsukawa et al.26)を参照）．この図は，一

20 流体モデルのように DUE配分状態で必ず通常の FIFO原則が成
り立つとき，利用される全ての経路で DP 原理が成立する47)．

図–10 調整ダイナミクスの数値計算例26)

定期間毎に経路変更が行われた回数を集計し，その推移

を車両配分順序が早い順に 4つに分けた車両グループ
毎に表したものである．どのグループも経路選択の変

更がない（矢印で示された）部分が，Nash均衡状態が
達成されている期間であり，縦の点線は利用者が誤っ

た選択（ミス）を行なったタイミングを示す．

この図には，DUE状態に至る調整ダイナミクスの様々
な特徴が見られる．まずは，上図の perturbed better re-
sponseダイナミクスの結果を見ていこう．この図から
は，Nash均衡状態でないミスのない期間では，車両順
序の早いグループから経路変更回数がゼロへと収束し

ていく様子が見てとれる．これは，以下のように説明

できる．渋滞したネットワークでは，因果律と FIFOか
ら，ある車両の経路変更はより配分順序の遅い車両の経

路旅行時間に影響を及ぼす．この時間的に非対称な相

互作用のため，配分順序の早い車両が事後的な最適応答

経路を早い段階で選択しやすい．さらに，こうした利

用者が一度最適応答経路を選択すると，better response
ではミスのない限り経路変更を行うことはない．その

ため，ほとんど単調に Nash均衡へとダイナミクスが収
束していく．ミスによる撹乱の影響の度合いは様々で

ある．例えば，すぐに Nash均衡に戻るケースは，他の
車両への影響力の小さい車両順序の遅い車両がミスを
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したと推察することができる．逆に，影響度が大きい

ケースでは，車両順序の早い車両がミスが，順序のよ

り遅い多数の車両の雪崩的な経路変更につながったと

考えられる．

次に，下図の logit responseダイナミクスの結果を見
てみよう．この図でも，最も早い順序を持つグループが

経路変更の回数が相対的に少ない．これは，上述した

時間的に非対称な相互作用のためである．しかし，上

記と異なり，ミスのない期間でも，経路変更回数が減っ

ていく様子は見られない．その理由は，複数の最適応

答経路間の経路変更が許されている logit responseでは，
その変更があたかもミスと同じような撹乱として働き，

かつ，雪崩的な経路変更を誘発したためである．

以上の数値計算結果は，理論から考察した“現在状

況から利得を厳密に改善する”という行動変更ルール

の重要性を改めて示唆するものである．適切な車両配

分順序の存在するネットワークでさえ，一度のミスで

Nash均衡から大きく乖離してしまうという結果は，動
的な交通流の持つ時間的に非対称な相互作用（i.e., 外
部性の非対称性72)）の調整過程への影響の大きさを物

語っている．従って，こうした動的なネットワーク交

通流をより安定化させるためには，better response以上
に現状に対する慣性力を働かせる強力な行動ルールが

必要であると言えるであろう．

e) DSO配分の確率的安定性

以上のような，粒子モデルによる調整過程の収束性

や確率的安定性の解析は，DSO配分問題に対しても有
効である．佐津川・和田・Watling73),74)では，多起点多

終点の一般ネットワークにおけるDSO配分を限界費用
課金下における DUEゲーム（DSOゲームと呼ぶ）と
して定式化し，その確率安定性解析を行っている．こ

こでは，DSOゲームがポテンシャル・ゲーム75)である

ことを利用し21，logit responseダイナミクスの下では，
総交通費用を最小化する状態（狭義の DSO配分状態）
が確率安定状態であることを示している．DUE配分の
安定性との対比で興味深いのは，DSO配分では better
responseダイナミクスよりも最適応答ダイナミクス，あ
るいは，それに揺らぎを導入した logit responseダイナ
ミクスの方が望ましい結果が得られるという点である．

これは，DSO配分問題においては，一旦均衡に到達し
てもそこから逸脱しうるという性質が，極小点（広義

の DSO配分状態）から抜け出せるという意味でプラス
に働いているためであると考えられる．

21 先のノードポテンシャルとは意味が異なることに注意．

(2) 流体モデル

a) DUE配分の一意性

Iryo and Smith27)による均衡解の一意性の証明は，お

およそ，次のような二つのステップに分けられる．第

一のステップは，フローが流れているリンクや渋滞し

ているリンクの空間パターン（以降，渋滞パターンと呼

ぶ）を与件として，均衡フローや均衡旅行時間が一意

であるかを調べるものである．第二のステップは，渋

滞パターンの遷移が一意であるかを調べるものである．

第二のステップはかなり煩雑であるため，以降では第

一ステップの概要を説明する．

渋滞パターンを与件としたDUE配分モデルの均衡解
の解析は，（Iryo and Smithとはやや方法は異なるが）赤
松ら13),14),15),16) による一連の研究まで遡ることができ

る．これらの研究は，渋滞パターンを与件とすること

により，相補性問題や変分不等式問題として定式化さ

れる DUE配分モデルが（線形）方程式系に帰着し，解
析解が求まることに着目している．ここでは，その例

を単一起点ネットワークのDUE配分モデルにより見て
みよう．

まずは，全てのリンクでフローおよび待ち行列が存

在する状況を考える．3.の流体モデルのパートでも見
たように，このとき，旅行時間関数と経路選択に関す

る相補性条件が等式条件となる．そして，それらを連

立すると，

yi j(s) = µi jτ j(s)

⇔ y(s) = −(MAT
−)τ̇ (s) (26)

が成り立つ．ここで，A− ≡ A −A+ である．この式を
フロー保存則 (11b)に代入すると，

(AMAT
−)τ̇ (s) = Q̇(s) (27)

が得られる．行列AMAT
−のランクは，冗長となる起点

でのフロー保存則を除いた定式化においては，フルラン

クであることが示されている13)．従って，行列AMAT
−

は逆行列を持ち，均衡解が唯一に定まる．

τ̇ (s) = (AMAT
−)−1Q̇(s) (28)

y(s) = −(MAT
−)(AMAT

−)−1Q̇(s) (29)

より正確に言えば，均衡旅行時間および均衡フローと

もに唯一である．

以上の流れを非渋滞リンクも含む渋滞パターンに適

用するための適切なネットワークの縮約方法も整備さ

れている16)．具体的には，図–11のように，フローが存
在する非渋滞リンクの起点と終点を一つのノードとし

てまとめることにより，縮約ネットワークを構築する．

この縮約ネットワークもまた渋滞リンクのみのネット

ワークであるため，この縮約ネットワーク上で新たに

定式化されたDUE配分モデルは上記とほぼ同じ要領で
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図–11 縮約ネットワークの構築例30)

均衡解を解析的に求めることができる．非渋滞リンク

を縮約をする理由は，非渋滞リンクの交通流率が渋滞

リンクの交通流率の従属変数となり，ランク落ちが発

生してしまうためである．この場合には，均衡旅行時

間および渋滞リンクの均衡フローは唯一であるが，非

渋滞リンクのフローの一意性は保証されない16)．

以上は，単一起点ネットワークのみに限った解析で

あるが，Iryo and Smith27)では，ノードポテンシャル関

数を使うことで，より一般的な単一方向ネットワーク

を扱っている．ただしここでも，類似のネットワーク

の縮約法を用いて，DUE配分モデルを線形方程式系に
を帰着させるというアプローチが取られている．そし

て，均衡旅行時間および渋滞リンクのフローが唯一に

決まる，という結論を導いている．

b) 渋滞パターンとネットワーク性能

以上のような渋滞パターンを与件としたDUE配分の
解析を，道路ネットワークのスループット解析に応用

したのが本稿執筆のきっかけとなった和田・佐津川30)

である．この研究では，ネットワーク性能を捉える指

標として近年定着しつつある MFD29) の形状と渋滞パ

ターンには一定の関係があるとの実証的知見76),77),78)に

注目し，その関係の背後にあるメカニズムを理論的に

考察している．

より具体的には，MFDは，あるエリアのネットワー
クのスループットをエリア車両存在台数の関数として

表すものであるので，車両台数一定（周期境界条件）下

の DUE配分を考える．さらに，観測により渋滞パター
ンが与えられているとして，ネットワークを流れうる

スループット（OD交通流率 or終点の流出交通流率）を
求めるというのがここでのアイディアである．これは，

DUE配分の一種の逆解析に相当する．

一定の仮定のもとでは，周期境界条件は τ̇d = 1,∀dと
表現でき，式 (27)と連立すれば，0F

 = Ai

Ad

M [AT
i− AT

d−

] τ̇i(s)
1

 (30)

となる．ここでは，行列・ベクトルを，終点とそれ以

外のノードを区別したブロック行列で式を表現してい

る．また，この問題では未知変数となる OD交通流率

Q̇(s)はスループットの意味で Fとしている．さらに，
(A,M)は，オリジナルのネットワークではなく，渋滞
パターンに基づき縮約されたネットワークの構造を表

す．この方程式を解くことで，終点別のスループット

が下記のように求まる．

F = AdMAT
d− − (AdMAT

i−)(AiMAT
i−)−1(AiMAT

d−) (31)

この式のより，ネットワークにおけるスループットは，

ボトルネック同士の相互依存関係を抽出した縮約ネッ

トワーク構造により特徴づけられることがわかる．ま

た，この解析式の感度分析から，スループットの低下

メカニズム，ネットワーク全体の性能を改善する容量

調整手法等についても考察が行われている31)．

5. おわりに

本稿では，粒子・流体という車両の取り扱いが異な

る二種類の動的利用者均衡配分モデルのラグランジュ

座標系に基づく定式化，解析，性質について議論した．

1.では，DUE配分モデルの解析アプローチを，前提と
する座標系の違いで分類し，その特徴について議論を

行った．2.においては，通常均衡配分で要求されるフ
ローの経路配分と旅行時間の相互作用を粒子モデルに

おいては分解することができ，均衡解の計算という観

点で優位性があることを明らかにした．3.では，単一
終点ネットワークを対象として，交通の流れの向きと

は逆に遡って定式化・解析する際に障壁として現れる

動的な交通流の特性を示した．4.では，ラグランジュ
座標系で解析可能な現時点での最も広いクラスである，

単一方向ネットワークで明らかにされている均衡解の

数理特性について解説を行った．

本稿を通じて見たように，粒子・流体モデルは各々

得意とする場面がある．組合せ論的/アルゴリズミック
なアプローチとも言える粒子モデルは，計算という側

面で利点があるだけでなく，同様の側面を持つゲーム

理論との親和性も高いと考えられる．より複雑な情報

構造や学習メカニズムの導入79)，ゲーム論的な分散制

御80),81) などの方向でのさらなる発展が見込まれる．

一方，解析的なアプローチである流体モデルは，元

来，数理計画分野と親和性が高く，その方面での発展と

並行してDUE配分モデルの新たな数理構造の理解につ
ながる可能性がある．その一つの例として，著者も含め

たグループでは，最適輸送理論の動的配分への応用を進

めている82),46)．また，交通制御・管理への応用も流体

モデルの得意とするところであろう30),31),83)．Mobility-
as-a-Service (MaaS)や自動運転といった交通分野の革新
的技術を，交通ネットワークひいては交通システム性

能の飛躍的な向上に繋げるための研究も求められる．
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RECENT ADVANCES IN THEORY OF DYNAMIC TRAFFIC EQUILIBRIUM
ASSIGNMENTS

Kentaro WADA

This paper reviews the recent advances in the theory of dynamic traffic equilibrium assignment problems.
We mainly discuss a Lagrange coordinate system approach enabling us to analyze the complex network
traffic flows transparently. Two types of description of traffic within the approach—traditional fluid approx-
imation models and emergent atomic/particle models—are explained in comparison. Based on the features
and relationships of each model and the results on the mathematical properties of equilibrium solutions, the
direction of future developments utilizing the superiority of both models is briefly discussed.
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